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STE capitulo discutiremos aplicagoes em problemas fisicos de véarios dos métodos que discutimos alhures de
resolugao de equagdes diferenciais e integrais. Por exemplo, trataremos de alguns problemas fisicos dos quais
emergem algumas das equagoes diferenciais ordindrias que estudamos em capitulos anteriores, tais como as
equagoes de Euler, de Bessel, de Legendre, de Legendre associada, de Bessel esférica, de Hermite, de Laguerre e de
Laguerre associada. O estudante que estiver procurando a motivacao e a origem fisica daquelas equagoes podera ler
parcialmente o presente capitulo sem precisar dominar totalmente o material anteriormente apresentado, pelo menos
até o ponto em que apresentarmos as solugoes das equacoes. Também evocaremos no que segue o chamado método de
separagao de varidveis e alguns teoremas de unicidade de solucao de equagoes a derivadas parciais. Tais assuntos sao
discutidos no Capitulo 18 ao qual o estudante podera (devera) passar sem perdas, se julgar necessdrio. Faremos uso de
diversas das propriedades estudadas no Capitulo 16, pdgina 904, especialmente das relagdes de ortogonalidade.

Na Segao 45.1 apresentamos a dedugao de algumas equagdes a derivadas parciais de maior interesse em aplicagoes
fisicas, como a equagao de difusdo e a equagdo da corda vibrante. Nosso tratamento sera primordialmente informal,
mas procuraremos obter equagoes bastante gerais e discutir a origem fisica das condigdes de contorno mais comummente
usadas.

A Secao 45.13, pagina 2712, contém diversos outros problemas de interesse na forma de exercicios.

45.1 Deducgao de Algumas Equagoes Diferenciais de Interesse

Nesta segdo apresentaremos dedugoes de natureza matematicamente informal (mas fisicamente geral) das equagoes de
difusdo de calor e das equagbes da corda vibrante (em particular, da equagéo de ondas em uma dimensdo). Essa
apresentagao é aqui realizada em beneficio do estudante e esta secao diferencia-se das demais segdes deste capitulo pois
nela nao trataremos de métodos de solugdo das equagoes. A escolha das equagoes de difusao de calor e das equagoes
da corda vibrante decorre de serem essas equagoOes frequentemente encontradas em problemas fisicos, assim como as
equagdes de Helmholtz e de Laplace, as quais encontraremos na Secao 45.2, pdgina 2617. Essas sdo também protétipos
de equagdes a derivadas parciais de segunda ordem de tipo parabdlico (equagao de difusdo), hiperbélico (equagio de
ondas) e eliptico (equagao de Laplace), conforme a classificagao discutida no Capitulo 18, pdgina 990 (vide Secao 18.2.2,
pégina 1002).

45.1.1 Deducgao Informal da Equagao de Difusao de Calor

Nesta segao apresentaremos uma dedugao informal da equagio de difuséo de calor em materiais sélidos. Nosso tratamento
¢é informal por duas razoes fortemente relacionadas. Em primeiro lugar, pois fazemos uso da chamada Lei de Fourier
da difusdo de calor (vide adiante), a qual, ainda que largamente validada empiricamente, carece até o presente de uma
justificativa microscépica em termos de um tratamento estatistico do movimento de dtomos e moléculas que compoem
o material estudado e suas interagoes. De fato, a justificativa teérica da Lei de Fourier é assunto corrente de pesquisa,
sendo um dos mais importantes problemas em aberto da Mecanica Estatistica. Em segundo lugar, nosso tratamento
pressupde a validade do equilibrio termodinamico local e da existéncia de uma temperatura bem definida em cada ponto
do material em cada instante de tempo, mesmo em situagdes nas quais ocorra troca de calor. Essa hip6tese, ainda que
aceitdvel em situagoes nas quais o fluxo térmico nao seja grande, carece de validade geral e sua justificativa em termos
dos principios da Mecanica Estatistica ainda esta longe de ser satisfatoria.

Consideremos um material sélido no qual calor possa ser transferido por difusdo de um ponto a outro (nao conside-
raremos, portanto, transporte de calor por convecgao, como ocorre em liquidos e gases, ou por irradiagao). Denotemos
por u(Z, t) a temperatura desse material no ponto Z no instante ¢. Nossa tarefa é encontrar uma equagao diferencial
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que permita determinar a evolugao temporal e espacial de u(Z, t) e que, portanto, expresse as leis fisicas que regem a
difusédo de calor em corpos sélidos.

O principio fisico fundamental que rege o processo de difusio de calor é a chamada Lei de Fourier, proposta com base
em informagoes empiricas por J. Fourier! em seu importante trabalho “Théorie Analytique de la Chaleur”, publicado em
18222, a qual afirma o seguinte: seja uma superficie orientada infinitesimal de 4rea do situada em uma posicio & cujo
vetor normal seja 7 (com ||7Z|| = 1). Entao, a quantidade de calor que atravessa essa superficie por unidade de tempo no
sentido definido por 7 é dada por

—k(T, 1) (ﬁu(f, t)) -d7
onde dd := fido e onde k(Z, t) > 0 é uma quantidade caracteristica do material (e que pode depender da posigao, do
tempo e mesmo da temperatura u(Z, t)) denominada condutibilidade térmica.

Assim, dado um volume V' do material (suporemos V' compacto) delimitado por uma superficie orientada 0V, a
quantidade de calor que entra em V através de OV por unidade de tempo é, segundo a Lei de Fourier, dada pela integral
de superficie

0Qav

dt

= /6v w(Z, 1) (ﬁu(f, t)) -d . (45.1)

(Acima, d& ¢ orientada para o exterior de V). Naturalmente, aplicando o Teorema de Gauss, podemos escrever o lado
direito em termos de uma integral de volume:

3Qov
dt

= ./"/v- (n‘(f, HVu(, t)) v . (45.2)

Se houver em V uma fonte de calor interna (por exemplo, radioatividade, rea¢des quimicas etc.), produzindo uma
quantidade de calor por unidade de volume descrita por uma fungao ®(Z, ¢) (e que pode também depender de u(Z, t)),
o calor total produzido por essa fonte interna em V' por unidade de tempo serd dada por

5Qo

pral /<I>(?, t)dv .

Assim, a quantidade de calor total que entra ou é produzida em V por unidade de tempo é dada por

‘Sd—? - /V [V (s(@ 0%u(@, 1) + o 0] do. (45.3)

Em um intervalo de tempo At a quantidade de calor 6Q que entra ou é produzida em V ¢ distribuida nesse volume,
provocando uma variagio de temperatura em cada ponto de u(Z, t) a u(Z, t + At). Sejam p(Z, t) e ¢(Z, t) a densidade
de massa do material e, respectivamente, o calor especifico do material, no ponto # no instante de tempo ¢t. Com
isso, a quantidade de calor que entra em um volume dv no material (cuja massa é p(Z, t)dv) durante o intervalo At

serd dada por p(Z, t)c(Z, f)(u(i t+ At) — u(Z, t))dz,n Logo, a quantidade de calor 6Q que entra em V ¢ dada por

5Q = /V o(T, 1)@, t)(u(i’, t+ At) — u(z, t))du. Assim, % = /‘ o(F, 1)e(@, t) (W) dv e

tomando-se o limite At — 0, obtemos

‘i]_? - /V (@ £)e(d, t)a—’f(f, o . (45.4)

Igualando-se (45.3) e (45.4), temos

/V o(Z, 1)e(Z, t)%—?(i’, Hdv = /V {v (n(i’, )V, t)) +0(7, t)} .

Como essa igualdade é vélida para qualquer volume V' como especificado, concluimos que
ou

PlE. t)el@ )57 (F 1) = V- (n(i’, V(7 t)) LB ). (45.

o
3

1Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
2 As raizes do trabalho de Fourier podem ser tragadas até Newton, com sua lei do esfriamento dos corpos.
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A expressio (45.5) é a procurada equagio que rege o processo de difusao de calor e é, naturalmente, denominada equagio
de difusao de calor. Lembremos que p, ¢, assim como x e ® podem depender nao sé da posi¢ao e do tempo, mas também
da temperatura u.
Como o estudante pode constatar, a equagio (45.5) é uma equagao a derivadas parciais de segunda ordem de tipo
parabdlico. Vide Sec¢ao 18.2.2, pdgina 1002.
Um caso de particular interesse se dd quando o termo de fonte ® estd ausente e o meio material considerado é
homogéneo, situagao na qual p, ¢ e £ sao constantes. Nesse caso, (45.5) reduz-se a
Ou
E(i t) = DAu(Z, t), (45.6)

onde D = £ ¢ a chamada constante de difusao térmica e Au, o chamado Laplaciano de u, é definido por Au :=V - V.

A equagio (45.6) é também denominada equagdio de difusao de calor ou equagio de difusio de calor homogénea. Se
incluirmos uma fonte térmica interna, a equagao para um meio homogéneo (45.6) ficard na forma

ou

7 I 1 7 4
E(I t) = DAu(Z, t) + E’I‘(CL, t). (45.7)

o Comentdrios sobre condicées de contorno em processos de difusido de calor

Para a resolugao de equagoes como (45.5), (45.6) ou (45.7) sdo tipicamente fornecidas informagoes sobre a fungao u
no instante de tempo inicial, digamos, ¢ = 0, ou seja,

u(#, 0) = uo(%),

sendo ug uma fungao dada que descreve a distribuigao inicial de temperatura no material considerado (condigao inicial).
E necessério, porém, agregar informagoes que descrevam o processo de troca de calor entre a superficie do meio material
considerado e o meio externo. Em geral, essas informagoes sdo também resultantes da imposigao da Lei de Fourier, como
discutiremos a seguir.

Vamos supor que o meio material que estamos a considerar ocupe um volume finito W do espago delimitado por uma
superficie orientada W, estando em cada ponto i € W em contacto com um meio externo. De acordo com a Lei de
Fourier, o fluxo de calor por unidade de drea para dentro de W através de 9W em ¢ é dado por —k(¥, t) %(17 t), onde
%(1}‘ t) é a derivada normal de u em ¥ no instante ¢, ou seja, g—’r‘l =Vu- i, com 7 sendo o vetor normal a OW em §
apontando para fora de W com |[|7]| = 1.

Assim, se 0 meio material estiver em contacto térmico com uma fonte de calor que injete no mesmo um fluxo de calor
por unidade de drea ¢(g, t) na posi¢ao § € W, devemos impor a condigao

—k (7, t)g%(g., t) = q(%, t) paratodof€OW et>0. (45.8)

Se, por exemplo, a fonte de calor for um meio externo a temperatura T'(y, t) para cada ¥ € W, entdo, de acordo com
a Lei de Fourier, esse fluxo de calor deve ser proporcional a diferenga de temperatura entre o meio material e o meio
externo em cada ponto § € dW, ou seja, deve-se impor
N, T ~ ~ - ~
—k(Y, t)a—(yA, t) = —o(7, f,)(T(y, t) — u(y, f)) , paratodoy€ oW et>0, (45.9)
n

onde o(¢, t) > 0 é uma constante, denominada condutibilidade térmica, e que caracteriza o contacto térmico entre o
meio material e o meio externo. o(y, ¢) pode também ser dependente das temperaturas T'(7, t) e u(y, t), ainda que essa
dependéncia seja, em geral, muito fraca para ser considerada. O estudante deve atentar para o fato que os sinais em
(45.9) sao escolhidos de forma que o calor flua de um ponto mais quente para um mais frio.

As relagoes (45.8) e (45.9) representam a lei fisica (Lei de Fourier) que rege a troca de calor com o meio externo
através da superficie 9W. A relacao (45.9) pode ser escrita como

o (@, (i, t) + sl7, t)%(g, t) = o(f, )T (7, t), paratodo §€dW et >0, (45.10)

como facilmente se vé.
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As expressoes (45.8) e (45.9) ou (45.10) representam as formas mais gerais de condigao de contorno a serem impostas
em processos de difusao de calor que levem em conta a Lei de Fourier, mas hé alguns casos particulares de interesse. Se
valer que (¥, t)/o(y, t) < 1/ %(@7 t)} para todo § € OW e todo t, o que ocorre se o contacto térmico entre o meio
material e 0 meio externo for muito bom, entao (45.9) pode ser aproximada por

u(y, t) = T(y, t), paratodoygedW et>0, (45.11)

o que significa que a temperatura do meio material e o meio externo igualam-se na superficie 9W.

Outro caso particular de interesse se d4 quando o(¥, t)/k(¥, t) < 1/‘u(17 t) —T(y, t)| para todo ¢ € OW e todo t,
0 que ocorre se 0 meio material estiver em mau contacto térmico com o meio externo (isolamento térmico). Nesse caso,
(45.9) aproxima-se por
ou
0—(1], t) =0, paratodoyecdWet>0, (45.12)
n
o que equivale a adotar ¢(7, t) =0 em (45.8).
Esses comentarios justificam considerar-se em problemas de difusao de calor os seguintes tipos de condi¢ao de contorno
lineares em OW:

1. Condigao de Dirichlet?:

u(y, t) = h(y, t), paratodoyedW et>0;
2. Condicio de Neumann*:

—(y, t) = q(y, t), paratodoyedW et>0;
3. Condigao mista:
_ _ _ o Ou _ _
1@, huld, ) +a2(F, )57, 1) = g(7, 1),  paratodofe W et>0;
n

as fungdes h, ¢, g, a1 e as sendo dadas pelo problema. Em muitos casos considera-se também condigoes ditas homogéneas:

1. Condigao de Dirichlet homogénea:

uw(y, t) = 0, paratodoyedW et>0;

2. Condigao de Neumann homogénea:

0
,—u(g]‘, t) = 0, paratodoyedWet>0;
an
3. Condi¢ao mista homogénea:

Jdu

a1 (7, tyu(y, t) + (7, t)%(gj t) =0, paratodoyedWet>0;

aj e ag sendo fungoes dadas pelo problema.

Em segoes que se seguirdo teremos a oportunidade de resolver alguns problemas nos quais algumas das condigoes
acima sao impostas.

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
4Carl Neumann (1832-1925).
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45.1.2 Dedugao Informal da Equacao da Corda Vibrante

Nesta segao apresentamos uma dedugao informal de diversas versoes da equagao da corda vibrante em uma dimensao.
Nossa dedugao ¢ informal, pois uma dedugéo de primeiros principios deveria incluir um tratamento microscépico do
movimento de dtomos e moléculas que compdem a corda e de suas interagoes, assim como a tomada de um limite
macroscopico adequado das equagdes resultantes, no espirito do grupo de renormalizagao. Um tal tratamento estd além
de nossas pretensoes.

Alguns métodos de solugao de algumas das equagdes que encontraremos serao apresentados nas segdes seguintes.

Consideremos uma corda de diametro desprezivel, tensionada e que, em uma situagao de equilibrio, estenda-se ao
longo do eixo z, cuja diregdo, definida pelo versor i, denominaremos “diregao longitudinal da corda”. Ao ser retirada
de sua posigao de equilibrio um ponto de coordenada x sofre no instante ¢ um deslocamento transversal de u(z, t) na
diregao do versor j. Nao consideraremos descolamentos da corda na dire¢ao i ou na diregao kE=ix 7. A diregao de j
serd denominada “dire¢ao transversal da corda”. Vide Figura 45.1, pagina 2611.

—

N

A
k

Figura 45.1: Os versores i, j e k=1ix 7. este 1ltimo saindo do plano do papel. wu(z, t) representa o deslocamento na

direcdo j no instante ¢ do ponto da corda situado, quando no equilibrio, na posi¢ao . Nio consideramos deslocamentos

da corda nas diregoes i ou k.

Denotaremos por p(z) a densidade linear de massa da corda e denotaremos por 7(z, t) a forga de tensao que a porg¢ao
da corda situada em 2z’ > x exerce no ponto x sobre a por¢ao da corda situada em 2’ < z no instante ¢ (Figura 45.2,
pégina 2612). Como s6 permitimos movimentos no plano dos versores i e j, podemos escrever

Tz, t) = n(z, t)i+ 7z, )]

e com essa notagio queremos dizer que 7(x, t) é a componente longitudinal de 7(x, t) e 7(x, t) é a componente
transversal.

Além da fo_}'g:a de tensao, cada ponto x da corda poderd estar submetido a uma for¢a “externa” por unidade de
comprimento f(z, t) a qual poderd conter a forga peso, forcas de atrito viscoso (dependentes da velocidade %), forgas
restauradoras etc. Por ora nao precisaremos detalhar que tipo de forgas consideraremos e delas trataremos mais adiante.
A forga por unidade comprimento fpode depender de z e de ¢, assim como de u e de algumas de suas derivadas parciais,
mas por simplicidade notacional vamos designé-la apenas por f(z, t), omitindo provisoriamente dependéncias com u e
suas derivadas parciais. Suporemos que essas forgas externas tém apenas componentes longitudinais e transversais e, em
coeréncia com a notagao acima, escrevemos

flz, t) = filz, )i+ filz, t)].

Supomos que a corda move-se apenas na diregao transversal e, portanto, o momento linear de um trecho de corda

ou
ot

z
situado entre z¢ e = é dado por (/ p(a") = (2, t)dw’) j. Pela segunda lei de Newton, a variagao temporal desse
Jao
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T(X, 1)

s # % X

n

k

Figura 45.2: O trecho de corda entre xg e x. Indicados estao também as tensoes —7(xo, t) e 7(z, t) aplicadas nos pontos
o e x, respectivamente. Posteriormente, demonstra-se que esses vetores sao tangentes a corda nos respectivos pontos.

momento satisfaz

%[ p(z/)%(z’, tyda' j = 7z, t) — 7(zo, z)+£ fla', t)da' . (45.13)

Os diversos termos do lado direito representam forcas agindo sobre o trecho de corda situado entre z e x e sdo de facil

explicagdo. O termo 7(z, t) é, por definicdo, a forca de tensdo que a porgao da corda situada em 2z’ > x exerce no ponto

z. O termo —7(z¢, t) ¢ (pelo principio de agao e reagao) a for¢a de tensdo que a porgao da corda situada em 2’ < g
z

exerce no ponto zo. Por fim, f(a', t)ds’ é a forga total exercida pelas forgas “externas” sobre o trecho de corda
T

situado entre zg e x.

Naturalmente, podemos escrever (45.13) como
@ (:)zu T
/ p(z'/)w(w', t)yda' j = 7(x, t) — T(wo, )+ [ f(2', t)da' . (45.14)
20 ¢

Em suas componentes, essa expressao significa

0 = 7z, t)—7n(wo, t) + 'fl(w'v t)yda', (45.15)
o
* nPu, . * ’ ’
p(x )W(z ,tyde' = 7y(x, t) —7(zo, t) + fi(2', t)da . (45.16)

Diferenciando (45.15) e (45.16) em relagao a z, obtemos

0 = ‘3—1(1 t)+ fi(z, 1), (45.17)
p(a;)%(a:, ) = %(J) t) + fe(z, t) . (45.18)

No instante de tempo ¢, o vetor posi¢ao de um ponto da corda cuja posigao de equilibrio é z ¢ dado por i +u(z, t)j.
Assim, 0o momento angular (em relagio a origem) do trecho da corda situado entre zy e 2 é dado por

[ s utat 03) < (Gt 03) o' = ([ s ar )i,

onde x denota o produto vetorial.
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Vamos agora expressar a igualdade entre a variacao do momento angular do trecho da corda situado entre xy e x e o
torque exercido pelas forgas externas agindo sobre esse trecho. Teremos, como ¢é facil de se ver,

% (/L: p(z')x'%(z', t)dz') k= (zi + u(x, t)j) x 7(z, t) — (zoi+u(xg, t)j) x 7(zo, t)

Escrevendo T e f em termos de suas componentes, essa expressao fica

(-/: p(m’)m'%(m’, f,)dm') k= (m‘rt(m, t) —u(z, t)n(z, f))if - (.’II(]Tt(.”ltu, t) — u(xo, t)mi(wo, f))k

0

. (/T: (I/ft(z/’ t) —u(z’, t)fula, t)) dm/) k.

Como ambos os lados apontam na mesma diregao k, obtivemos

z a2
/ p(z/)z’%(z’, tyda' = an(z, t) —u(z, t)n(z, t) — zom(z0, t) + u(xo, t)7(T0, 1)

0

+ /’ (z'fl(z’, t) — (2, t) fi(a, t)) da .

ET)

Diferenciando em relagdao a x concluimos que

d?u o 1)
/J(T)TW(T, t) = 7z, t) +.E$(x, t) — a(u(r t)7(z, t)) +afi(x, t) —u(z, t)fi(z, t). (45.19)
Agora, multiplicando-se (45.18) por z, obtemos
d%u o
p(z)z—at2 (z, t) = z%(z t)+xfi(z, t).

Esses termos podem, portanto, ser cancelados de (45.19), de sorte que aquela expressao reduz-se a

0= 7z t) - %(u(x, 7z, t)) —u(z, iz, t). (45.20)

Usando agora (45.17), essa tltima expressio pode ser reescrita como 7(z, t) = (u(w, t)m(x, f)) —u(z, )% (z, t) e

concluimos que
ou
T(z, t) = 7(z, t)=—(z, t). (45.21)
ox
Note-se que essa expressao afirma, caso 7(z, t) # 0, que

(@, ) @
Tz, t) i}z(x7 B,

::Ef g é a tangente do angulo que esse

vetor forma com a diregao longitudinal z. Assim, provamos que a tensao em cada ponto da corda é tangente & corda. Em
certos tratamentos da equagao da corda vibrante essa afirmagao ¢é tida como ébvia mas, acima, vemos que para obté-la
devemos fazer uso da Segunda Lei de Newton da lei da variagado do momento angular.

que contém a informagao que o vetor 7(z, t) é tangente a curva u(z, t), j4 que

Falaremos mais sobre (45.21) quando comentarmos sobre condigdes de contorno a pdgina 2616.
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Inserindo-se (45.21) em (45.18), obtemos

9*u

P(I)W

0 ou
(z, t) = F (T[(l, t)%(x, t)) + filz, t), (45.22)
sendo que 7; pode ser expressa usando (45.15) em termos de f; por

7i(z, t) = 7(zo, t) / filz', t)d (45.23)

para qualquer z.
Combinando (45.22) a (45.23), obtemos

o) 5.0 = o ((ntaw 0= [0 04 ) e ) 4 5o 1) (1520
ou, de modo mais explicito,
Q’U/
o) a0 = (ateo )= [ At ') e 0= st 034w 0l n). 52

para qualquer zg.

As expressoes (45.24) ou (45.25) representam a forma mais geral da equacao da corda vibrante e, no que segue,
discutiremos alguns de seus casos particulares de interesse fisico.

Como o estudante pode constatar, as equagoes (45.24) ou (45.25) sdo equagoes a derivadas parciais de segunda ordem
de tipo hiperbdlico. Vide Segao 18.2.2, pagina 1002.

e Equagao da corda vibrante. Auséncia de forgas longitudinais externas

O primeiro caso particular de interesse se dd quando a forga longitudinal f; é identicamente nula. A relagao (45.23)
garante, entdo, que 7(z, t) = 7(zo, t), ou seja, 7, é constante em z, podendo depender apenas do tempo. Assim,
escrevendo 7(x, t) = 7(t) para a componente longitudinal da tensao, (45.22) fica

82u &u

p@) gz (@, 1) = T 55z, O+ filw, 1) - (45.26)

O caso mais simples é aquele no qual a forga transversal f; é também identicamente nula, quando entdo obtemos a
equacao
&*u 0u
T, t) =T x, t 45.27
pa) G (@, ) = T 55 0). (45.27)
Nessa situagao, existe um particular interesse no caso em que p(z) = p, constante, e 7(t) = 7, constante, quando a
equagao entao assume a forma da equagdo de ondas simples em uma dimensao

9%u 0%u
W(z, t) = cgw(z, 1), (45.28)
onde ¢ := /L. A constante positiva ¢ ¢ identificada como a velocidade de fase associada & equagao de ondas (45.28).

P
Vide para tal a discussao da Segao 45.4.1, pagina 2639.

Ha alguns casos de interesse fisico nos quais a forga transversal f; é nao-nula. Se desejarmos considerar uma corda
disposta horizontalmente em um campo gravitacional e incluirmos o peso da corda (por unidade de comprimento) na
forga transversal, teremos f; = —p(x)g, com g sendo a aceleragao da gravidade. Vide Figura 45.3, pdgina 2615. Nesse
caso (45.26) fica

&u 9%u

pla) (e, ) = (055 @ 1) — p@)g - (45.29)
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€]
f
4 t
k
Figura 45.3: Corda sob campo gravitacional transverso. Acima, & direita, § = —gj. As tensoes —7(zg, t) ¢ 7(z, t) sdo

indicadas tangentes & curva nos respectivos pontos de atuagao xg e z.

Se desejarmos considerar que a corda se move em um meio viscoso (por exemplo, o ar) e sofre, a0 mover-se nesse

. ou
meio, uma forga de atrito viscoso proporcional e oposta a sua velocidade em cada ponto, devemos adotar f; = V%
(com > 0) e, nesse caso, (45.26) fica

0%u 0%u .

o) T 1) = )T, 1) P, 1) (45.30)

Se incluirmos tanto a for¢a peso quanto a forga viscosa, teremos a equagao

0%u 9%u du .

p@) g (@, 1) = 1) 5 (@, &) =75, (@, 1) —plz)g . (45.31)

e Equacgao da corda vibrante com forgas longitudinais externas

Vamos agora tratar de incluir forgas externas longitudinais. Consideremos primeiramente a situagao na qual f; é
nao-nula, mas forgas transversais externas estao ausentes. A equagao (45.22) fica

ple )it;'(m t) = (n o, / N, fdw) g 2 (x, t) = fila, t) ( t), (45.32)
para qualquer .

Um caso de interesse 4 aquele em que a corda é disposta verticalmente em um campo gravitacional, como na Figura
45.4, pagina 2616 (corda “pendurada”). Teremos fi(z, t) = —p(x)g e supondo que a tensdo longitudinal em zy = 0 seja
=

nula (z¢ = 0 é 0 extremo inferior da corda e supomos que nele nao sio exercidas forcas), teremos 7(x, t) = g / p(a)da’.
0
Nesse caso, (45.32) assume a forma
0%u T\ 0 ou .
o0 gt = o ([ serae’) S 0+ oo Fee 0. (15.33)
Essa & a equagdo da corda pendurada com densidade varidvel.
No caso de a densidade p(z) ser constante p(z) = p, essa equagao assume a forma
0*u
atz(z t) = 82(1 t)Jrqa (z, t),

ou seja

0%u 0 [ Ou
W(ﬁ, t) = 952 (1%(& t)) . (45.34)
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«Qy

X u(x, t)

Figura 45.4: Corda sob campo gravitacional longitudinal. Indicados & esquerda sio os versores i, j e k = i x j, este
1dltimo entrando do plano do papel (ao contrério da Figura 45.1). A direita, a aceleracio da gravidade § = —gi.

Essa é equagdo da corda pendurada homogénea.

H4 também interesse em considerar-se situagdes nas quais a corda pendurada move-se em um meio viscoso (por

exemplo, 0 ar), situagao essa na qual devemos, como antes, acrescentar uma forga transversa viscosa do tipo f; = 77(7[:,
com v > 0. Nesse caso, a equacio da corda pendurada nao-homogénea (45.33) assume a forma )
0u T 0% du Ou
o) G ) = o ([ o)as’) T )+ o) G 0 =0 Gt ), (45.35)

enquanto que a equagao da corda pendurada homogénea (45.34) assume a forma

0%u 9 [ Ou Ou

—(z,t) = g— (= t)) =y (z, t). 45.36

G 0 = a3 (+5ew 0) <25 0 (15.36)

e Comentarios sobre condigdes de contorno no problema da corda vibrante

Caso a corda esteja fixa em um ponto, digamos, = 0, deve-se naturalmente impor a condigao de contorno
w0, t) = 0 paratodoteR.

Mais genericamente, podemos querer considerar a situa¢ao na qual o ponto da corda localizado em z = 0 executa um
movimento for¢ado por um agente externo, de sorte que tenhamos

u(0, t) = fi(t) paratodote R,

para alguma funcao f; dada.

Um outro tipo de situagio ocorre quando um dos extremos da corda, digamos, = 0, pode mover-se livremente na

diregao transversal. Nesse caso entendemos que esse ponto se move sem a agao de uma tensao transversal. Segundo
(45.21), ao impormos nesse caso que 7¢(0, t) = 0 estamos impondo que

ou

ox

(0,t) = 0 paratodoteR,
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desde que tenhamos 7;(0, ¢) # 0. Essa tltima hipdtese é usualmente adotada quando de uma corda nao sujeita a forgas
longitudinais externas. No caso da corda pendurada, porém, ela nao pode ser imposta no extremo inferior da corda, pois
nesse caso a tensao longitudinal em um ponto qualquer da corda é dada pelo peso do trecho de corda abaixo desse ponto,
sendo, portanto, nulo no extremo inferior.

Uma outra situac¢ao particular ocorre quando um ponto, digamos, = = 0, estiver preso a uma mola que aplica uma
forga restauradora —ku(0, t), k > 0, sobre a corda. Nesse caso teremos 7¢(0, t) = —ku(0, t) (supondo a auséncia de
outras forgas transversais externas) e, por (45.21), valera

ku(0, t) 4+ 7(0, t)%((), t) =0, paratodoteR.

Se a forga restauradora for do tipo 7k(u(0, t) — y(t)), k > 0, (o que ocorre se a corda estiver presa no ponto z = 0 a
uma mola cujo ponto de equilibrio se move transversalmente & corda segundo a fungao y(t)), teremos
ou

ku(0, t) 4+ 7(0, t)aT

(0, t) = ky(t), paratodoteR.

Esses comentdrios justificam considerar-se no problema da corda vibrante os seguintes tipos de condigao de contorno
lineares em um ponto, digamos, z = 0:

1. Condigao de Dirichlet:
u(0, t) = hi(t), paratodoteR;

2. Condi¢ao de Neumann:

+-(0,t) = qi(t), paratodoteR;

3. Condigao mista:

87; (0, t) = g1(t), paratodoteR;

a1 (t)u(0, t) +a2(t)d

as fungoes hi1, q1, g1, @1 e ay dadas pelo problema.
Em muitos casos estaremos também considerando condigoes ditas homogéneas:

1. Condigao de Dirichlet homogénea:
u(0, t) = 0, paratodoteR;

2. Condi¢ao de Neumann homogénea:
ou
—(0,t) =0, todote R ;
6$( ) para todo ;
3. Condigao mista homogénea:

a1 (t)u(0, t) + QZ(t)au

07’1(0‘ t) =0, paratodoteR;

a1, ay sendo fungoes dadas pelo problema.

45.2 As Equagoes de Helmholtz e de Laplace

Nesta se¢ao apresentaremos alguns problemas envolvendo as equagoes diferenciais parciais de Laplace e Helmholtz dos
quais emergem, pelo método de separagao de varidveis, algumas das equagoes diferenciais ordindrias — e suas solugoes —
de que tratamos em capitulos anteriores. O método de separacao de varidveis é discutido na Secao 18.3, pagina 1005.

e A equacao de ondas
A equagao de ondas
0%u

S (@ ) = CAu(E 1) = 0
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com ¢ > 0, pode ser tratada pelo procedimento de separagao de varidveis, por meio do qual procuramos solugoes
independentes que sejam da forma de um produto u(Z, t) = T(¢t)E(Z). Por substitui¢do na equagao de ondas, somos
rapidamente levados & seguinte equagao: .

1 T(t) AE(Z)

ATt E@)
Como o lado esquerdo é uma fungao somente de ¢ e o lado direito uma fungao somente das coordenadas espaciais Z, a

igualdade acima s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante, a qual denotaremos por —\2. Assim,
concluimos que

T(t) + (AN?T({) = 0, (45.37)

AE(Z) + M B(7) 0. (45.38)

Obtemos por esse procedimento duas equagdes, uma envolvendo apenas a fungao 7', outra a fungao E e uma incognita
extra, a constante )\, a qual devera ser determinada pela fixagao de certas condigdes adicionais sobre o problema, por
exemplo, por meio de condicoes de contorno. Tais constantes que aparecem quando do método de separagao de variaveis
sao denominadas constantes de separagao.

A solugao da equagao temporal é bem simples:

o
I

B+ Bat caso A =0,
(45.39)

T(t) = ajcos(Aet) + agsen(Act), caso A#0,
onde a1, ag, 1 e B2 sdo constantes arbitrdrias a serem tipicamente fixadas por condigdes iniciais.

e A equagao de difusao
A equagao de difusao
ou
ot
com D > 0, pode ser tratada pelo procedimento de separagao de varidveis, por meio do qual procuramos solugoes
independentes que sejam da forma de um produto w(Z, t) = T'(¢t)E(Z). Por substitui¢do na equagao de ondas, somos
rapidamente levados & seguinte equagao:

(%, t) — DAu(Z, t) = 0

17()  AE@

DT(t)  E@
Como o lado esquerdo é uma fungao somente de t e o lado direito uma fungao somente das coordenadas espaciais T, a
igualdade acima sé é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante, a qual denotaremos por —\2. Assim,
concluimos que

T(t) + N*DT(t)

0,
AE@@) +NE&) = 0.
Obtemos por esse procedimento duas equagdes, uma envolvendo apenas a fun¢ao 7', outra a fungido E e uma incégnita

extra, a constante A, a qual deverd ser determinada pela fixacao de certas condiges adicionais sobre o problema, por
exemplo, por meio de condigoes de contorno.

A solugao da equagao temporal é bem simples:
) = P, caso A =0,
) = a1e Pt caso A #0,

onde oy e B sdo constantes arbitrérias a serem tipicamente fixadas por condigoes iniciais.
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e As equacgoes de Helmholtz e de Laplace

Como se observa, tanto no caso da equagdo de ondas quanto no caso da equagao de difusdo, a fungio F(Z), que
contém a dependéncia espacial da fungao u(Z, t), satisfaz a equagao diferencial parcial

AE(F) + ME@&) = 0,
com A constante. No caso em que A # 0 essa equacdo diferencial parcial é denominada equacio de Helmholt?’. No caso
A =0 temos a chamada equacdo de Laplace®
AE(Z) = 0.
Essa tltima equacao aparece em varios outros contextos, por exemplo, na Eletrostatica.

Trataremos dessas duas equagoes em duas e trés dimensoes em coordenadas polares e esféricas, respectivamente.

45.2.1 Problemas em Duas Dimensoes em Coordenadas Polares

o A Equacgao de Laplace em duas dimensoes em coordenadas polares

O operador Laplaciano em duas dimensoes em coordenadas polares assume a forma

10 u 1 0%u
Au = o (p?p) + 2o (45.41)

Vide (4.36), pagina 328. A equagio de Laplace fica

10 ( 0FE +iaiE
P2 0P

- = (p==
pOp \" 9p
E agora ¢ tomada como uma funcao de p ¢ .
O método de separagao de varidveis propde procurarmos solugoes independentes dessa equagao que sejam da forma
de um produto: E(p, ¢) = Z(p)®(p). Inserindo isso na equagao de Laplace, somos levados a

P () _ (e

Z(p) ()
Como o lado esquerdo é uma fungio somente de p e o lado direito uma funcéo somente de ¢, a igualdade acima sé é
possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separacao, a qual denotaremos por v2. Assim, concluimos
que

P°E"(p) + p=(p) —*E(p) = 0,
() +1°P(p) = 0.

Reconhecemos que a equagao para = é uma equagao de Euler, cuja solugdo geral é a,p” + 8,p~", caso v # 0, ou
agIn(p) + Bo, caso v = 0. Aqui, o’s e 3’s sdo constantes arbitrarias.

Concluimos que a equagao de Laplace em duas dimensoes em coordenadas polares possui solugoes independentes da
forma

E(p, ¢) = (aoln(p) + o) (oo + ) casov =0,

E(p, ¢) = ((l,,p” + lfuﬂ"’) (5., cos(vp) + 7 SCI](I/LP)), casov # 0.

5Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
SPierre-Simon Laplace (1749-1827).
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Acima a’s, ’s, 7’s e ¢’s sdo constantes arbitrarias a serem fixadas por condigdes adicionais a serem impostas & solugao.
Por exemplo, se desejarmos que as solugdes sejam fungdes periédicas em ¢ de periodo 2w, entdo devemos impor que
60 = 0 e que v seja um inteiro.

A solugao geral da equagao de Laplace em duas dimensoes que representa fungoes periédicas de periodo 2w em ¢ é,
portanto,

oo
u(p, ¢) = vln(p) + Z (am/)m + ﬂmp_m) ((Sm cos(me) + vm sen(mgo)) s
m=—o0
ou, em forma complexa,
oo
ulp, ) = wh(p)+ (amp’"+bmp’”)e’m*’,

onde Yo, @, € by, sdo constantes a serem determinadas por condigoes adicionais a serem impostas a solugao.

o A Equagao de Helmholtz em duas dimensoes em coordenadas polares

Devido & forma do operador Laplaciano em duas dimensoes em coordenadas polares dada em (45.41), a equagao de
Helmbholtz assume a forma )
10 OE 1 0°FE 5
- (p—) = +NE = 0.
pop \" 9p p? 0y
E agora ¢ tomada como uma funcéo de p e .
O método de separagao de varidveis propoe procurarmos solugoes independentes dessa equagao que sejam da forma
de um produto: E(p, ¢) = Z(p)®(p). Inserindo isso na equacio de Helmholtz, somos levados a
—/ ’ "
= D7 (s
P =) | JUE I (%)
Z(p) ()
Como o lado esquerdo é uma funcao somente de p e o lado direito uma funcao somente de ¢, a igualdade acima sé é
possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separagao, a qual denotaremos por v2. Assim, concluimos
que

PPE"(p) + pE'(p) + N2p* = *)E(p) = 0,
() +17P(p) = 0.
Pela mudanga de varigvel” z = Ap e definindo y(z) = y(Ap) = Z(p), a primeira equagio acima transforma-se em
2y'(z) + 2y (2) + (° = P)y(z) = 0,

que podemos reconhecer como sendo a equagao de Bessel de ordem v.

Vemos assim que o método de separagao de varidveis para a equagao de Helmholtz em duas dimensoes em coordenadas
polares conduz a solugoes independentes da forma E(p, ¢) = y(Ap)®(¢) onde as fungoes y e ® satisfazem as equagoes
ordindrias

2Y'(2) + 2y (2) + (2 = Py(z) = 0,
() + 17 P(p) = 0.
sendo z = Ap.

Concluimos que a equagao de Helmholtz em duas dimensoes em coordenadas polares possui solugdes independentes
da forma

E(p, ) = (aoJo(Ap) + ﬂuNo()\P)) (tw + v’o), casov =0,

(45.43)

E(p, ) = (a,,.],,(kp) + /3,,]\’,,(/\p)) (5V cos(vp) + 7 sen(uga))A casov #0 .

7Aqui supomos A # 0.
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Acima, J, sdo as fungoes de Bessel de ordem v e N, sao as fungdes de Neumann de ordem v. Fora isso, a’s, 8’s, v’s e
&’s sdo constantes arbitrarias a serem fixadas por condigdes adicionais a serem impostas a solugao.

Por exemplo, se desejarmos que as solugoes sejam fungoes periddicas em ¢ de periodo 2, entdo devemos impor que
b0 = 0 e que v seja um inteiro.

A solugao geral da equagao de Helmholtz em duas dimensoes que representa fungoes periédicas de periodo 27 em ¢
é, portanto,
wlp, @) = D2 (amdm(A0) + BN (A0) ) (m cos(me) + m sen(me) )
m=—oo

ou, em forma complexa,
o0

u(p, ) = Z (ame()\p) +mem()\p))e7rmw .

m=—o0
onde a,, e b, sdo constantes a serem determinadas por condigbes adicionais a serem impostas a solugao.

Recomendamos ao leitor o exercicio instrutivo de comparar as equagoes radiais obtidas acima no caso de Laplace e
de Helmholtz em duas dimensdes, assim como suas solugoes.

45.2.2 Problemas em Trés Dimensoes em Coordenadas Esféricas

e A Equacgao de Laplace em trés dimensoes em coordenadas esféricas

O operador Laplaciano em trés dimensoes em coordenadas esféricas assume a forma

1[0 [ 50u 1 0 . ou 1 9%
Au = =z [E (r E) * 5ond 50 ((sgnﬁ)%) + (send)? W} . (45.44)

Vide (4.38), pagina 329. Assim, a equacio de Laplace em trés dimensdes em coordenadas esféricas fica

L0 (20BY, Lo ( g8\, L PE _,
2 or \" or ) T seng o0 \\* 38 ) T (senb)2 952 | T

onde E agora é uma fungao de 7, 6 e .

O método de separagao de varidveis propoe procurarmos solugoes independentes dessa equagdao que sejam da forma
de um produto: E(r, 8, ¢) = R(r)Y (6, ¢). Inserindo isso na equagao de Laplace, somos levados a

(rPR@) 1 19 (, 9y 1oy,
7oy = v o (05 ) * g g )

Mais uma vez constatamos que, pelo fato de o lado esquerdo ser fungao apenas de r enquanto que o lado direito é fungao
de 0 e ¢, a igualdade acima implica que ambos os lados devem ser iguais a uma constante. Por conveniéncia futura,
escrevemos essa constante na forma (o + 1) (note que todo nimero complexo ¢ pode ser escrito dessa forma, pois a
equacio 02 + o — ¢ = 0 sempre tem pelo menos uma solugdo). Concluimos que

r?R'(r)+2rR (r) —o(c + 1)R(r) = 0 (45.45)
1 0 Y 1 %Y
- S - —_— ¢ 1 = .46
senf 90 (“Cw) a8 7 ‘P)> + (om0 02 (0, @) +o(0 +1)Y (0, ¢) 0 (45.46)
Reconhecemos que a equagao para R é uma equacao de Euler, cujas solugoes sao

R(r) = oqr” + agr— (o) | caso o # 7% s
(45.47)

R(r) = 7 3(ailn(r) +as), casoo=—1.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2622/3042

Passemos agora & equagao para Y (0, ¢), a qual propomos novamente tratar pelo método de separagao de varidveis.

Tomemos, entao, Y na forma de um produto Y (0, ¢) = ©(0)®(y). Somos conduzidos a
senf) d do 2"(¢)

— 1 2= - .
o) X ((se 0)— 0 (6)> +o(o +1)(send) ()

Mais uma vez, a igualdade acima s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante, que escrevemos na forma
1. Ficamos com

se%@ % (sen( )‘;2( )) +o(o+1)0(8) — ﬁe(a) - 0, (45.48)
(o) +u*®(p) = 0 (45.49)

A equagao para @ tem por solugoes
B(p) = Sop +70 » caso =0, (45.50)

Oy cos(pup) + v sen(pp) ,  caso p# 0.

Claramente, se desejarmos que ®(p) seja continua e periédica de perfodo 27 devemos impor que dy = 0 e que p seja
um inteiro, ou seja, p = m € Z em cujo caso a solucao fica ®(¢) = d,,, cos(my) + v, sen(my) para todo p =m € Z
(inclusive m = 0). Essa solugao pode também ser escrita de forma complexa como ®(p) = ame™? + b,e” ¥ para
outras constantes a,, e by,.

A experiéncia ensina que para melhor tratarmos a equagao (45.48) convém proceder a mudanca de varidvel

¢ = cosf com i = 1L _d
- ’ d¢ ~  sen(d)df
Definindo também y(¢) = ©(0), ou seja, O(0) = y(cosb), a equacao diferencial para © transforma-se em

2

d W
(0-%0) +oto + 190 - g0 = 0.,

a
ou, equivalentemente,
2

(1= '(Q) =2/ +olo + 1y(0) = TEm v(0) = 0

Reconhecemos que se trata da equagao de Legendre associada. Por (45.50) vemos que para o caso em que ® é continua
e periédica de periodo 27 devemos necessariamente ter p = m € Z. Como discutimos quando tratamos da equagao de
Legendre associada, se desejarmos também que y(¢) seja finita nos extremos 1 (ou seja, que ©(6) seja finita nos extremos
0 =0e0=m), devemos ter também que o = [ € Ny, sendo que | e m relacionam-se por —I < m < [I. As solugoes para
y(¢) nesse caso sao os polinomios de Legendre associados y(¢) = P/™(¢) ou, em termos de 60, ©(0) = P/™(cos(h)).

Concluimos, assim, que se desejarmos solugoes que sejam periddicas de periodo 27 em ¢ e finitas nos extremos 6 = 0
¢ 6 =7, temos

Y (0, ¢) = P"(cos(0)) (6m cos(me) + Ym sen(nw))

ou, em forma complexa,

Y6, 9) = B (cos(0) (ame™ + bpe %) .
Constatamos que o lado direito é uma combinacao linear das fungdes harménicas esféricas Y (0, ¢) e Y,"™(0, ),
definidos em (16.80).

Assim, retornando & E(r, 6, ¢), concluimos que sob as condi¢des mencionadas a equagio de Laplace tem solugoes
independentes da forma

B m
B 0.9) = (ar+ ) 10, 0,
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coml €Ny, meZe—-l<m<I aef sendo constantes. Acima, adotamos para a parte radial a primeira solugao de
(45.47), pois o = | € Ny e, portanto, o # —3.

A solugao geral da equagao de Laplace em trés dimensdes que representa fungoes periddicas de periodo 27 em ¢ e
finitas nos extremos 6 = 0 e § = 7 ¢, portanto,

u(r, 0, ¢) i
=

Aqui, aq, € 51, m sdo constantes a serem determinadas por condigdes adicionais a serem impostas a solugao.

Bim\ v m
> (at,mrl+ rf+1 Y™ (0, @) . (45.51)

0 m=—1

¢ Expansao em multipolos

Se soubermos a priori que a solugdo u(r, 6, ¢) converge a 0 para r — oo, podemos supor que as constantes oy, ,,
acima, se anulam. Nesse caso a solugao reduz-se a

1
w0 = 33 v o).

1=0 m=—1

Essa situagao ocorre, por exemplo, na Eletrostatica quando lidamos com o problema de determinar o potencial elétrico
produzido por uma distribuicao de cargas elétricas estéticas limitadas a uma regiao finita. Nesse caso a expansao acima é
denominada ezpansao em multipolos. O mesmo tipo de situagao ocorre se desejarmos determinar o potencial gravitacional
produzido por uma distribui¢ao de matéria limitada a uma regido finita (por exemplo, um planeta).

Se soubermos a priori, por exemplo, por consideragoes de simetria, que a fun¢ao u(r, 8, ¢) niao depende da varidvel
¢, entdo os termos da soma com m # 0 devem ser todos nulos. Como Y°(4, ¢) = %Pl(cos(ﬁ)), onde P, sdo os
polinémios de Legendre, obtemos apenas

u(r, 0) = i (a,r + %) Pi(cos(0)) (45.52)

1=0

para certas constantes a; e ;. Novamente, se também soubermos que a solugao u(r, 0) converge a 0 para r — oo,
podemos supor que as constantes ¢y, acima, anulam-se, e obtemos para a expansao em multipolos

oo
u(r, 6) = ZT%PI(COS(@)). (45.53)
1=0
Historicamente, o problema que conduziu Legendre aos polinomios de Legendre foi o de determinar o potencial gravi-
tacional de uma distribuigdo de matéria limitada a uma regiao finita e simétrica em rela¢ao ao eixo z. Isso conduziu-o
a fungao geratriz dos polinomios de Legendre (expressao (16.51), pagina 919), da qual ele derivou a expressao para os
P;(cos(#)) como polindmios em cos() e, dai, & ultima expressio.

e A Equacao de Helmholtz em trés dimensoes em coordenadas esféricas

Devido & forma assumida pelo operador Laplaciano, expressa em (45.44), a equagao de Helmholtz em trés dimensoes
em coordenadas esféricas assume a forma

1[0 (,0F 1 o L PR
72[5 (T 0'r)+ send 90 ((5en0) 09>+(sen9) 0@} +ANE =0,

onde E agora é uma fungao de 7, 0 e ¢.

O método de separagao de varidveis propde procurarmos solugoes independentes dessa equagao que sejam da forma
de um produto: E(r, 0, ¢) = R(r)Y (0, ¢). Inserindo isso na equagio de Helmholtz, somos levados a

(TZR,(T))’ 2,2 _
T I G )

1 1 9 oYy 1 0%Y
— end 0, 555 (0, ¢
[senﬁ 08 <(b ) ( #’)) (senf)? 92 @ %)
Mais uma vez constatamos que, pelo fato de o lado esquerdo ser fungao apenas de r enquanto que o lado direito é fungao
de 0 e p, a igualdade acima implica que ambos os lados devem ser iguais a uma constante. Por conveniéncia futura,
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escrevemos essa constante na forma o(o + 1) (note que todo niimero complexo ¢ pode ser escrito dessa forma, pois a
equacio 02 + o — ¢ = 0 sempre tem pelo menos uma solugao). Concluimos que

2R (r) +2rR'(r) + ()\27-2 — oo+ 1))R(r} =0, (45.54)
P 2
S:ne% ((sen&)%(&, Lp)) + m%(e, O folo+ 1Y, o) = 0. (45.55)

Reconhecemos que a equagio para Y (6, ¢) ¢ precisamente a mesma que obtivemos no caso da equagio de Laplace em
trés dimensoes em coordenadas esféricas. Assim, se desejarmos solugoes para Y (0, ¢) que sejam periddicas de perfodo
27 em ¢ e finitas nos extremos § = 0 e § = , teremos que fixar 0 =1 € Ny e Y(, ¢) serd uma combinacéo linear de
Y0, ) e Y,™(0, @), onde m € Z com =l <m <[

Concentremo-nos agora na equacao radial. Pela mudanca de variavel® z = M e definindo y(z) = y(A\r) = R(r), a
equagao (45.54) acima transforma-se em

29"(2) + 220/ (2) + (22 — (o + 1))y(z) = 0,

que podemos reconhecer como sendo a equacgao de Bessel esférica de ordem 0. Como mencionamos, estamos interes-
sados primordialmente no caso em que 0 = € INy. Obtemos, nesse caso

R(r) = aji(Ar) +bny(Ar)
onde a e b sdo constantes e j; e n; sao as fungoes de Bessel esféricas de ordem [ e de Neumann esféricas de ordem [,
respectivamente.

Retornando a E(r, 6, ¢), concluimos que, sob as hipéteses delineadas acima, a equagdo de Helmholtz em trés
dimensoes possui solugoes independentes da forma

E(r, 6, ¢) = (i) +Bm(3n) Y70, ¢)

coml € Ng,meZe—1l<m<I, aefsendo constantes.

A solugdo geral da equagao de Helmholtz em trés dimensdes que representa fungoes periédicas de periodo 27 em ¢ e
finitas nos extremos 6 = 0 e § = 7 ¢é, portanto,

< 1
w(r _ Py / . . m
u(r, 0, 9) = > 3 (awm i) + Brom ) Y0, ¢) -
1=0 m=—1
Aqui, ag,;m € Bi,m sdo constantes a serem determinadas por condices adicionais a serem impostas a solucao.
Recomendamos ao leitor o exercicio instrutivo de comparar as equagoes radiais obtidas acima no caso de Laplace e
de Helmholtz em trés dimensdes, assim como suas solugoes.

45.3 Problemas de Difusao em uma Dimensao

45.3.1 A Evolugao da Temperatura de uma Barra Finita

Nesta segao trataremos de um problema clédssico, o da evolugao da temperatura de uma barra termicamente condutora
de tamanho finito submetida a certas condigoes de contorno em seus extremos e partindo de uma distribui¢ao inicial
de temperatura. Esse problema foi estudado por Fourier? em seu célebre trabalho “Théorie Analytique de la Chaleur”,
publicado em 1822, e que nao apenas langou as bases da moderna teoria da difusao do calor, como também langou as
bases da teoria das séries e transformadas de Fourier, de ampla aplica¢ao em Fisica e Matematica.

8 Aqui supomos A # 0.
9Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2625/3042

O problema que consideraremos ¢ o de encontrar solugdes para a equagao de difusdo de um meio termicamente
condutor homogéneo sem fontes:
Au &*u
ot dx?
com D > 0, constante, t > 0 e z € [0, L] para algum L > 0. A constante D representa a constante de difusao térmica
da barra homogeénea localizada em [0, L] (de comprimento L, portanto) e u(z, t) representa a temperatura dessa barra
na posi¢ao z no instante ¢. A condicdo inicial a ser considerada sera

=0,

u(z, 0) = uo(x), zel0, L],

onde up é uma funcao dada da qual suporemos certas propriedades mais adiante. ug representa a temperatura inicial da
barra.

e Condigoes de contorno

Tratamos de apresentar rapidamente as condigoes de contorno mais comummente empregadas.

Consideraremos que a barra estd termicamente isolada, exceto nos seus extremos, onde pode trocar calor com meios
externos. De acordo com a Lei de Fourier, o fluxo de calor em z = 0 é dado por 7]6% (0, t) (com k sendo a condutibilidade
térmica da barra). Assim, se a barra estiver em contacto térmico com uma fonte de calor que injete um fluxo de calor
¢1(t) através da posigao x = 0, devemos impor a condigao

ou
—k—(0, t) = q(t) .
20, 1) = a(®)
Se, por exemplo, a fonte de calor for um meio externo a temperatura T3 (¢) o fluxo ¢; (t) serd, também segundo a Lei de
Fourier, proporcional a diferenca de entre a temperatura barra em z = 0 e a temperatura do meio externo em contacto
com a barra no mesmo ponto:

du
7168—(0, t) = o1(Tu(t) —u(0, 1)) , (45.56)
xr
o1 sendo a condutibilidade do contacto térmico da barra com o meio externo em z = 0. No outro extremo x = L teremos,
analogamente,

7k%(L, t) = o2(u(L, t) — Ta(t)) , (45.57)

oy sendo a condutibilidade do contacto térmico da barra com o meio externo em x = L, a temperatura deste meio sendo
Ty(t). Caso ko < 1/|%(:r, 0)‘7 a barra estd em excelente contacto térmico com o meio em z = 0 e a condigao (45.56)
reduz-se a u(0, t) = Ti(t). Caso o1/k < 1/|T1(t) —u(0, t)‘, a barra estd termicamente isolada do meio em z =0 e a
condigao (45.56) reduz-se a 9%(0, ¢) = 0.

Esses comentarios justificam considerar-se em problemas de difusao os seguintes tipos de condigao de contorno lineares
em x = 0:

1. Condicao de Dirichlet:
u(0, t) = hi(t), paratodot>0;
2. Condi¢ao de Neumann:
ou
ox

(0, t) = qu(t), paratodot>0;

3. Condicao mista:

ar (H)u(0, t) + ag(t)%(OA, t) = gi(t), paratodot>0;

as fungoes hq, q1, g1, @1 € az sendo dadas pelo problema. Em x = L tem-se rela¢oes andlogas.

Em muitos casos estaremos também considerando condigoes ditas homogéneas:

1. Condicao de Dirichlet homogénea:
uw(0,t) = 0, paratodot>0;
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2. Condigao de Neumann homogénea:
+—(0,t) = 0, paratodot>0;

3. Condigao mista homogénea:

0
aq (t)u(0, t) + ﬂg(t)%((l t) = 0, paratodot>0;
a1, ay sendo fungdes dadas pelo problema, e analogamente em x = L.

e Resolugao pelo método de separagao de varidveis e pelo principio de sobreposi¢ao

Como ilustragao, vamos considerar o problema mais simples de determinar a evolugao da temperatura, descrita pela
equagao de difusao simples
Ou I 0u
ot 9a?
comt>0e0 <z <L, de uma barra metalica de comprimento L > 0 e constante de difusdo térmica D > 0, cujas
extremidades (situadas em 2 = 0 e x = L) sdo postas em bom contacto térmico com banhos térmicos de temperatura 0,
de sorte que tenhamos as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas

-0, (45.58)

w0,t) =0 e wulL,t)=0, Vt>0,

e a condigao inicial
u(z, 0) = uo(x), zel0, L].

Para encontrar as solugoes de (45.58) satisfazendo as condigdes iniciais e de contorno mencionadas acima, procede-se
pelo método de separacao de varidveis, procurando primeiramente solucoes particulares que sejam da forma u(z, t) =
T(t)U(z). Inserindo em (45.58), obtém-se

1 7T(t) _U'(2)
DT~ Ulx)

Essa igualdade s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separacio, que denotamos por —\2.
Chegamos com isso a

T(t) + \*DT(t) = 0, (45.59)
U'(z)+NU(z) = 0. (45.60)
As solugoes da primeira equagao, naturalmente, sao
T(t) = aot+bo, caso A =0, (45.61)
T(t) = aje P, caso A #0 . (45.62)

Para A = 0 a equagao (45.60) reduz-se a U” (z) = 0, cuja solugdo é U(z) = c12+ co. Como desejamos que U (0) = U(L) =
0, de modo que u(z, t) = T(t)U(x) satisfaga as condigdes de contorno, obtém-se ¢; = ¢ = 0, ou seja, obtém-se a solugio
trivial U(z) = 0. O caso interessante, portanto, estd em X # 0.

No caso \ # 0, as solugdes de (45.60) sdo, como é bem conhecido,
U(z) = prcos(Az) + Brsen(Az) .

A imposi¢ao que U(0) = 0 implica 8; = 0, levando a U(z) = B2 sen(Az). A imposi¢ao que U(L) = 0 implica AL = nm,
com n € Z (tomar 82 = 0 conduz novamente & solugdo trivial U(z) = 0) e, assim, U(z) = U (z) = fasen (“F£), n € Z.

L
Em verdade, podemos nos restringir a n’s positivos ndao-nulos, i.e., n = 1, 2, 3, ..., pois para n = 0 tem-se Up(z) = 0
(solug@o trivial) e para os demais n’s vale U_,,(z) = —Uy(x), mostrando que as solu¢oes com U, (z) e U_,(z) nio sao
independentes.
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Resumindo, para cada n = 1,2,,3, ... temos A, = 5 e U,(x) = fa2sen (",ﬂ) Para tais valores de A a solugiao

(45.62) fica anefD(%)%, e as solugoes particulares para u(z, t) = T(¢t)U(z) ficam

nm)? nmwr

2
Up(z, t) = anefD(T) ! sen (—) s
L
n=1,2,3, ... (aqui, absorvemos a constante 8> dentro das constantes a,, as quais ainda estao indeterminadas e podem
depender de n).
Chegamos até aqui com o método de separagao de varidveis. Evocando o principio de sobreposi¢ao, obtemos uma
solugdo mais geral de (45.58) satisfazendo as condigdes de contorno homogéneas somando as solugoes acima:
> 2 nrx
_p(z= T
u(z, t) = E ane P(E) " sen (T) . (45.63)
n=1 ’
A imposicao da condigao inicial u(z, 0) = ug(x), que fixa a temperatura em ¢ = 0, conduz a

up(x) = iansen (?) . (45.64)
n=1

Em (45.64) a fungdo ug ¢ expressa em termos de uma série de Fourier de senos e a justificativa para a validade dessa
expansao, sobre hipdteses adequadas para a fungao ug, é apresentada na Proposi¢ao 38.12, pagina 2135. A teoria geral
das séries de Fourier encontra-se desenvolvida na Se¢ao 38.4, pagina 2119. Para invertermos essas relagoes, expressando
as constantes a,, em termos de ug, fazemos uso das bem-conhecidas relagoes de ortogonalidade da fungao seno:

7r
/ sen(my) sen(ny) dy = gém,n s m,n=1,2,3.... (45.65)
0

Assim, multiplicando (45.64) por sen ("’}f’) e integrando de 0 a L, obtemos

el [ - I
v=re/ ;Z]a"/o sen(my) sen(ny) dy = Z0m
—

ou seja,
2 [k nma'
an = Z/(J sen (T) ug(z') dz’ (45.66)

paratodon= 1,23, ....

e A funcao de Green para as condigdes iniciais

Usando (45.66) podemos reescrever (45.63) como
u(x, t) = G(z, t, 2')up(a’) dz’, (45.67)

onde, formalmente,

S ’
Gz, t, 2) = %; sen(ﬂLz) sen(%)ein(%)% . (45.68)
Essa expressio é denominada fun¢io de Green'® do problema de valor inicial em questio. Para t > 0 é muito ficil
constatar a convergéncia uniforme da série que define G. Para t = 0 a convergéncia deve ser entendida no sentido de
distribuigées. Vide Capitulo 39, pagina 2162. A importancia de (45.67) estd em expressar a solucio diretamente em
termos das condigéo inicial ug. A fun¢do G contém em si a informagao de como os valores das condigao inicial no ponto
2’ influencia a solugio no ponto x no instante ¢.

10George Green (1793-1841). O principal trabalho de Green sobre equagdes diferenciais, “An Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism”, de 1828, pode ser encontrado em arXiv:0807.0088 [physics.hist-ph].
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45.3.2 A Evolugao da Temperatura de uma Barra Infinita

O problema que consideraremos nesta segao é o de encontrar solugdes para a equagao de difusdo de um meio unidimen-
sional infinito, termicamente condutor, homogéneo, sem fontes (uma barra termicamente condutora):
du D(?21L
ot Ox?
com D > 0, constante, t > 0 e z € R. A constante D representa a constante de difusdo térmica do meio homogénea e
u(z, t) representa a temperatura desse meio na posi¢ao x no instante ¢. A condigao inicial a ser considerada serd

=0, (45.69)

u(z, 0) = uo(z), zeR, (45.70)

onde ug é uma fungao real dada, da qual suporemos certas propriedades mais adiante e representa a temperatura inicial
do meio. Note-se que o problema acima difere daquele tratado na Secao 45.3.1, pagina 2624, em um ponto fundamental:
aqui = nao estd limitado a um intervalo compacto [0, L], mas estende-se por toda reta real R.

Ha diversos comentdrios que devemos fazer sobre o problema acima. Em primeiro lugar, fazemos notar que o problema
acima ¢ o que se denomina um problema de Cauchy caracteristico, pois a superficie ¢ = 0, onde os dados iniciais sao
fornecidos, ¢ uma superficie caracterfstica da equagio (45.69) (vide discussdo da Se¢do 18.4, pégina 1011). E relevante
lembrar que a equagao de difusao é de segunda ordem na variavel x, nao em ¢ e os dados iniciais sao fornecidos em ¢ = 0.

Em segundo lugar, ndo especificamos ainda que tipo de condigdo de contorno (no infinito) é suposta para a solugao
procurada. Esse é um ponto de grande relevancia para a justificacao do método de solu¢ao que desenvolveremos e
também para a discussdo do problema de unicidade de solug¢ao. Por ora, adiantamos que desejamos solugoes que caem a
zero suficientemente répido quando |z| — oo, sendo que postergaremos a discussio dos detalhes de quao rapido deve ser
esse decaimento para mais adiante. Sobre a condigao inicial up suporemos inicialmente que essa fungao é um elemento
do espago de Schwartz .#(R), definido na Sec¢ao 39.1, pagina 2163.

Observemos de passagem que (45.69) possui solugoes que nao decaem no infinito como, por exemplo, a solugao
constante u(z, t) = cg, co # 0, constante, a solucao estética u(z, t) = z, ou a solugao

1
u(z, t) = 512 + Dt (45.71)

a qual corresponde & condi¢io inicial ug(z) = %JLZ

Como veremos, a questao da escolha de condigdes de contorno que garantam unicidade de solugdo é surpreendente-
mente sutil devido a propriedades especiais do processo de difusao.

Como fazemos outras vezes no presente capitulo, seguiremos uma linha pragmética, procurando encontrar diretamente
as solugoes desejadas pospondo, por vezes, a justificativa matemética dos nossos procederes.

e Uma solugao para o problema de difusao em R

Se seguirmos o procedimento de separagao de varidveis que adotamos no inicio da Se¢ao 45.3.1, comegamos procurando
solugdes de (45.69) na forma de um produto: u(z, t) = U(z)T(t) e para as fungdes U e T obtemos as equagoes diferenciais
ordindrias (45.59)—(45.60). Como comentamos apds aquelas equagoes, o caso em que a constante de separa¢ao A é nula
conduz a uma solugao para T' da forma T'(t) = at+ 3 e para U também da forma U(z) = yz+4. Uma solucao linearmente
crescente em ¢ e em x nao é fisicamente aceitdvel para um problema de difusao (especialmente pois procuramos solugoes
que decaem a zero no infinito) e podem, portanto, ser descartadas de inicio.

No caso A # 0, temos para T e U as solugdes
T(t) = ac Pt ¢ Ux) = be™ 4 ce

Novamente, como estamos interessados em solugoes que decaem a zero no infinito espacial, devemos ter A € R. Assim,
- . a2 .
uma solugio particular de (45.69) tem a forma e=PA'* (be”\m + ce ”‘“"’), onde absorvemos a constante a nas constantes b
~ 2 g s ~ _ 24 ir . .
e c. Como a solugao e~ P te=A* difere da solucio e~ P2 tei** apenas por uma troca de sinal em A, podemos dizer que o
. ~ sz . ~ . — 2 i B .
procedimento de separagao de varidveis conduz a solugoes do tipo \/%A(/\)e DA*teids com A € R arbitrario, onde A(\)
eventualmente depende de A. (A introdugao do fator ﬁ no presente momento é arbitrria e sua conveniéncia ficard

clara no que segue).
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Evocando o principio de sobreposi¢ao podemos pressupor obter solugoes mais gerais integrando em X as solugoes do
. — 2 . . ~ .
tipo \/%A()\)e DAteidr - ou seja, podemos considerar solugdes do tipo

1 e 2,
u(z, t) = T/ A(N)e™ PN teire gy (45.72)
T J—c0

Se desejarmos neste ponto justificar a convergéncia da integral do lado direito deverfamos supor que a fungio A()) seja
uma funcio integravel, A € LY(R, dx), ou seja, satisfaca ffooc [A(A)|d\ < oo. Entretanto, vamos adotar uma hipGtese
ainda mais conservadora, cuja conveniéncia ficard clara logo adiante, a saber, a de que A seja um elemento do espago de
Schwartz . (R), definido na Segao 39.1, pagina 2163. Portanto, hd aqui uma admissdo implicita que nossa solugao em
(45.72) ndo é a mais geral possivel de (45.69), mas que certas condiges sao supostas sobre a fungdo A, sobre a condigao
inicial vy (como veremos) e também sobre o comportamento no infinito espacial da solu¢ao u(z, t).

Notemos também que se (45.72) ¢é a solu¢ao do problema discutido, entdo em ¢ = 0 devemos ter

L
wo(a) = <= / AW,

expressao essa que relaciona A e ug. Ora, essa relagao, se valida, diz-nos que ug é a transformada de Fourier inversa de
A:
—1
(@) = T [Al(x)

(vide (39.86), pagina 2192) em coeréncia, portanto, com a suposi¢ao que fizemos acima que ug é um elemento de .'(R).
Como a transformada de Fourier é inversivel em .#(R) (dai termos escolhido esse espago para abrigar a funcao ug),
valerd também

AQ) = TFluol(A) -

Para prosseguirmos, lembremos agora que, segundo (39.72), vale para t > 0,

-DX*t _ 1
e = m?[ht]()\),

22

onde hy(z) := e~ 1ot (verifique!). Com isso, fica claro que (45.72) pode ser escrita para t > 0 como

1 1 ol (z (39.90) 1 ) (x (39.85) 1 o - )
u(e ) = <=9 [30hd5Tuol] (0) O (b o)) — [ el dy.

Portanto, estabelecemos que a solu¢ao que tentamos construir tem a forma

u(z, t) =

—oo
comz € Ret>0. Essa expressao fornece u(z, t) diretamente em termos da condigdo inicial ug e com isso podemos

identificar s
exp (7 (e—y)® )

iDi
VanDt

como sendo a fungao de Green para a condigao inicial do problema de difusao tratado, com (45.73) podendo ser reescrita
na forma

G(z, t; y) = z,yecR e t>0, (45.74)

u(z, t) = /jo Gz, t; y) uo(y) dy , (45.75)

comz € Ret>0. A fungdo G(z, t; y) ¢ também denominada niicleo do calor por alguns autores.

A expressao (45.75) revela que a solugao u depende linearmente da condigao inicial ug (uma propriedade que o autor
deste texto nao cré ser obviamente esperada para as solugoes da equagao de difusdo (45.69)). A expressao (45.75) permite
também a seguinte interpretagao para a fun¢ao de Green: G(z, t; y) intermedia a influéncia da condig¢ao inicial ug no
ponto y sobre a solugdo u no instante de tempo ¢ > 0 na posicao .
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E. 45.1 Ezercicio. Obtenha explicitamente a solugdo u(x, t) fornecida por (45.75) para o caso em que ug(z) = exp (— @)
z € R, onde 0 > 0 e zp € R sdo constantes. Sugest3o: use o resultado do Exercicio E. 39.14, pagina 2175. Ed

e A equagao de difusao em R"

O exercicio a seguir indica como as consideragoes acima podem ser estendidas a mais de uma dimensao.

E. 45.2 Exzercicio. Considere equagdo de difusdo 6—1’ — DAu = 0 em R" (com D > 0, constante) sob a condi¢do inicial

u(z, 0) =wuo(z), = (x1, ..., zn) € R", com up € .(R"). Usando transformadas de Fourier, obtenha a solugdo
—y)?
- i exp (~2282)
ue ) = [ G tw@dy  eom Gty = —

R (4w Dt)

z, ye R" et >0. &
N . 8%u &%u . 5 2 2
Observagoes. Acima, Au = et 4+t 22 ° Laplaciano de u, e (z —y)? = (z1 —y1)? 4+ + (zn — yn)?. L)
7] 2

e Discussao sobre a solugao (45.73): algumas propriedades da fungao de Green (45.74)

Recordemos que até o presente supomos a hipdtese que ug seja um elemento do espago de Schwartz .(R). Ha de
imediato trés questoes a se colocar: se (45.73) é de fato solugao de (45.69), se a condigao inicial (45.70) é de fato satisfeita
e, ndo menos importante, se essa solugao é tnica.

Uma quarta questao que postergaremos é a de se saber se a condigao ug € .%(R) pode ser enfraquecida, permitindo
que (45.73) também fornega uma solugao de nosso problema com a condigao inicial (45.70), mas para um conjunto maior
de fungoes ug.

Que (45.73) satisfaz (45.69) para todos z € R e t > 0 pode ser diretamente verificado diferenciando-se sob o simbolo
de integral (o que é permitido pelo rdpido decaimento do integrando, sob a hipétese que uy € .(R)). Quanto & condi¢ao
inicial, tem-se o seguinte. A expressao do lado direito de (45.69) nao estd diretamente definida em ¢ = 0 (o integrando
nao estd definido em ¢ = 0). No entanto, ¢ possivel demonstrar que para uy € . (R) vale

lim /jo G(z, t; y) uo(y) dy = uo(x) . (45.76)

t—04

De fato, conforme discutido na Segdo 38.2, pagina 2099, G(z, t; y) compde uma sequéncia delta de Dirac, no seguinte
sentido: para todos x € R e t > 0 vale

/ Gz, t; y)dy =1 (45.77)
—o0
e para todos z € R e § > 0 vale
=6 oo
lim |:/ G(z, t; y)dy + G(z, t; y) dy} =0. (45.78)
=0+ | /oo z+6

A demonstragao de (45.77) é elementar (integral de Laplace. Faga-o!) e a demonstragio de (45.78) pode ser encontrada
a pdgina 2100 quando discutimos o exemplo da sequéncia delta de Dirac Gaussiana (substitua-se n por 1/v4Dt em
(38.12)). Vide, por exemplo, (38.14). Com isso, segue do Teorema 38.1, pagina 2102, que o limite (45.76) é de fato
verdadeiro (e uniforme em R) desde que g seja uniformemente continua e limitada em R (o que ¢ o caso se up € . (R)).

Reunimos nossos resultados na seguinte proposigao:

Proposigao 45.1 Seja up € (R). A fungio

s z,yeR et >0, (45.79)

u(z, t) = / G(z, t; y) uoly) dy , com
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ou 9%u
satisfaz a equagao de difusao 2 p

ot dx?

com o limite sendo uniforme, ou seja, lim sup ‘u(.r, t) — uo(r)‘ =0. o
t=04 zeR

= 0 para todos x € R et > 0 e satisfaz tliI(I]l u(z, t) = uo(x) para todo x € R,
—0+

E relevante para o que vird a seguir observar que a solu¢ao exposta em (45.79) é identicamente nula caso ug seja a

funcao identicamente nula.

Desejamos em seguida discutir a questao da unicidade da solucao (45.79) da equagao de difusdo de (45.69) com a
condigdo inicial (45.70) e aqui encontraremos uma interessante surpresa: a solugao nao ¢ tinical Antes de tratarmos dessa
questdo é relevante fazermos um comentério sobre a natureza da solucao (45.79).

e Discussao sobre a solugao (45.79): nao-causalidade de Einstein

Como dissemos, a expressao (45.75) permite a seguinte interpretacdo: a funcao G(z, t; y) pesa quao grande é a
influéncia da condigao inicial up no ponto y sobre a solu¢ao u no instante de tempo ¢ > 0 na posi¢do z. Tendo essa
interpretagao em mente, salta aos olhos uma caracteristica da propagagao de calor regida por (45.79): uma alteragao no
valor de up préximo a um ponto y modifica instantaneamente a fungdo u em todo = € R, pois para todo t > 0 a func¢ao
G(z, t; y) é nao-nula para quaisquer z, y € R.

Assim, perturbagoes nas condigoes iniciais propagam-se com velocidade arbitrariamente grande, revelando o carater
nao-relativistico da propagagao de calor, tal como descrita pela equagao de difusio (45.69). Em outras palavras a equagao
(45.69) e a funcdo de Green (45.74) ndo sdo Einstein causais''. Matematicamente isso se deve ao cardter nao-hiperbélico
da equagao de difusao (45.69) (que ¢ uma equagio parabdlica, como jé comentamos). Fisicamente isso é uma decorréncia
do fato de que na demonstragio da equagio de difusdo (45.69) nao sio levados em conta aspectos relativisticos que
impliquem uma propagagao de calor com velocidade inferior & da luz. Uma versao da equagao de difusao compativel com
a causalidade de Einstein deve ter da forma de uma equagao hiperbdlica, como

ou 0%u 1 0%u
E*D@Ifaﬁ) =0, (45.80)

(com 0 < C < ¢, ¢ sendo a velocidade da luz) cuja fungao de Green G(z, ¢; y) tem suporte na regiao |z — y| < Ct, com
t > 0. Diversas equagoes da forma (45.80) tém sido propostas na literatura, sendo o assunto ainda controverso e objeto
de pesquisa'?.
A solugio de equagdes hiperbdlicas ainda mais gerais que a equagao (45.80) em 1 + 1-dimensoes é apresentada em
detalhe na Secao 45.11, pagina 2685, ¢ com a solugio 14 apresentada fica explicito o cardter Einstein-causal da solugao.
Como discutiremos adiante, essas questoes sobre a natureza nao Einstein-causal da equagio (45.69) tém implicagoes
na discussio sobre a unicidade da solugao (45.79).

e A nao-unicidade de solugao. Um contraexemplo de Tikhonov

A questao da unicidade da solugao apresentada em (45.73) para a equagao (45.69) sob a condigdo inicial u(z, 0) =0
é respondida negativamente por meio de um fascinante contraexemplo encontrado por Tikhonov'? em 1935 (a referéncia
completa é A. N. Tychonoff, “Théorémes d’unicité pour lequation de la chaleur”, Mat. Sbornic, Vol. 42, 1-57 (1935)).
Observemos que para a equagao de difusdo em intervalos compactos a questao unicidade de solucao tem resposta positiva
para as condigbes de contorno mais comuns, tal como apresentado na Se¢ao 18.6, pagina 1048 (vide, em particular,
Proposigao 18.2, pagina 1048, ou sua generalizagao, Proposi¢ao 18.7, pagina 1055).

A causalidade de Einstein é o principio segundo o qual efeitos fisicos nao podem propagar-se com velocidade superior & da luz.
12 Algumas referéncias sobre o tema:

o C.R. Cattaneo, “Sur une de l’equation de la chaleur liminant le paradoze d’une propagation instantane”, Compte. Rend. de L’ Academie
des Sciences, Series I-Mathematics, 247 (4), 431-433 (1958).

o A. Barletta, E. Zanchini, “Hyperbolic heat conduction and local equilibrium: a second law analysis”, Int. J. Heat Mass Trans. 40 (5),
1007 (1997).

e Y. M. Ali, L. C. Zhang, “Relativistic heat conduction”, Int. J. Heat Mass Trans. 48, 2397 (2005).
e Y. M. Ali, L. C. Zhang, “Relativistic moving heat source”, Int. J. Heat Mass Trans. 48, 2741 (2005).

13 Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906-1993). O sobrenome russo “Tikhonov” é por vezes transliterado como “Tykhonov”, “Tichonov” ou
ainda “Tychonoff”. Trata-se do mesmo Tikhonov do célebre Teorema de Tikhonov da Topologia Geral.
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Seguindo proximamente a exposicao de [310], apresentaremos no que segue esse instrutivo contraexemplo de Tikhonov.
A supracitada referéncia de Tikhonov de 1935 contém resultados ainda mais fortes, pois apresenta uma solugao geral da
equacao (45.69).

Sejam a e b€ R tais que 0 < a < b < o0 eseja g: R — R afungio definida por

e ((‘ﬂ"mf) paraa <z <b,
g(z) =

0, paraz<aouz>b.

A fungdo g é continua e infinitamente diferencidvel e tem suporte, assim como todas as suas derivadas, no intervalo [a, b].
E possivel demonstrar (vide [310], Lemma 67.2) que para cada n € INg vale a seguinte majoragao para a n-ésima derivada
de g:

’gm)(.r)‘ < 2Pnpn/? (45.81)

para todo z € R. Seja agora a fungao ¢(z, t) definida por

. = g™ (Dt) 2m
oz, t) = Z T (45.82)
m=0
Com a majoragao (45.81) é relativamente ficil demonstrar que para cada t € R, a série do lado direito é absolutamente
convergente em {z € C||z| < R} para todo R > 0 e, portanto, é¢ uniformemente convergente como fungao de = em todo
compacto de C. Assim, ¢ estd definida para todo t € R e todo @ € C e, para cada t € R, a fungio ¢(z, t) é analitica
como fungio de x em todo C. A fungao ¢, como fungio de ¢, tem suporte no intervalo [a/D, b/D] e, portanto, vale
¢(z, 0) =0 para todo z € R.

Usando a majoragao (45.81) é relativamente facil demonstrar também que, para cada p, ¢ € Ny, a série de derivadas
parciais em relagao a t e x dada por

< grta q(”")(Dt) 5 > (](m+p) Dt
! m DP 2m—q 45.83
—, 0troxa ( (2m)! v ) ZO 2m—q ¢ (4583)
Im>a

também converge absoluta e uniformemente em compactos. Segundo a Proposicao 38.4, pagina 2097, isso mostra que ¢
¢ infinitamente diferencidvel e que a‘?:g;, o(z, t) é dada pelo lado direito de (45.83). Temos, portanto que

0 >, gm+) (Dt B > o(m) (Dt
—(x, t) = ngi()zm momel p § QmEQ) 2m—2
m=1

e que

o o 2m—2 = gD s
quﬁ(z,t D;} T :DZ—I .
a2

2m — 2)‘

Comparando as duas expressoes constatamos ter provado que %(b(z‘ t) = D%o(x, t) para todos © € R e t € R. Isso
prova que ¢ satisfaz a equagao de difusdo (45.69), satisfazendo também a condigao inicial ¢(z, 0) = 0 para todo x € R.

Logo, tomando u dado em (45.79) ¢ a fungdo ¢ acima, concluimos que a fungao v = u + ¢ também satisfaz (45.69)

para todos * € R e t > 0 e satisfaz flilél v(z, t) = uo(x) para todo z € R, com o limite sendo uniforme, ou seja,
t—0+

Lli%l sup [v(z, t) — up(z)| = 0. Assim, a solugio de (45.69) satisfazendo também a condigdo inicial u(z, 0) = 0 ndo é
—0+ zeR
tnical

A solugio ¢ de (45.82) ¢ identicamente nula até ¢ = a/D, entdo torna-se nao-nula entre t = a/D e t = b/D, tornando-
se novamente identicamente nula para todo ¢ > b/D. Se pensarmos no modelo de uma barra termicamente condutora
infinita e isolada, essa solu¢ao é anti-intuitiva, pois nao se espera de uma barra isolada a temperatura zero que esta
espontaneamente adquira uma distribui¢ao de temperaturas nao-nula durante um intervalo finito e, depois do mesmo,

retorne ao estado de temperatura nula. O que explica essa solucdo é o fato discutido acima de que, em problemas
de difusao como o aqui tratado, o calor pode propagar-se com velocidade arbitrariamente grande. Solugdes como a
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solugdo ¢ de (45.82) representam situagoes nas quais existe uma fonte de calor no infinito que bombeia uma quantidade
(eventualmente infinita) de calor que chega a qualquer ponto da barra em um tempo finito. Essa fonte é ligada em
t =a/D e desligada em t = b/D. Em um certo sentido, uma tal situagio é nao-fisica, mas nao pode ser excluida sem
maiores hipdteses, tais como aquelas apresentadas no Teorema 45.1, adiante.

* k% k

E. 45.3 Ezercicio. Considere a funcdo definida por

G™M(D) o HO (DY) i
b)) = m il 45.84
u(#, t) MZ: “m) * Z Cm+ Dl ’ (45.84)
onde G e H sejam fungdes real-analiticas ou, mais genericamente, tais que as séries acima convirjam, sendo para tal suficiente supor
que existem £ € [0, 2) e C' > 0 tais que para todo n € g valha |G(™(2)| < C|kn]! e para todo n € N valha |[H™ (z)| < C|rn —1]!,
para todo z € R. Mostre que (45.84) é uma solugdo da equacdo de difusdo (45.69). Essas solugdes foram apresentadas por Tikhonov
no trabalho supracitado.

Observe que (45.71) corresponde a uma solu¢do desse tipo com G(z) = z e H(z) = 0. *

e Condigoes para a unicidade de solugao

Vale neste ponto mencionar um teorema contendo condigoes suficientes para garantir unicidade de solugao do problema
de difusao que discutimos acima:

Teorema 45.1 Seja u: R x Ry duas vezes diferencidvel satisfazendo as sequintes condigoes:

1. w satisfaz a equagdo de difusio (45.69) para todos v € R et € Ry.
2. limy—o u(z, t) = 0 uniformemente para x em compactos de R.

3. lim, 0 u(z, t) = 0 uniformemente para t em qualquer intervalo compacto [0, T}.

Entio, u(z, t) =0 para todos x € R et € Ry. o
Uma demonstragio (simples) pode ser encontrada em [310]. Vide também e.g. [159].

45.3.3 A Evolugao da Temperatura de uma Barra Semi-Infinita

Nesta secao estudaremos o uso da transformada de Laplace no estudo da equagio de difusdo em Ry. Um problema
protétipo que estudaremos é o seguinte. Considere uma barra metélica semi-infinita de constante de difusdo térmica
D > 0, constante, localizada ao longo do semi-eixo positivo > 0. Consideraremos a idealizagao de tratar a barra
como um objeto unidimensional e consideraremos que a barra estd termicamente isolada, exceto na sua extremidade em
2 = 0, onde pode trocar calor com algum “banho térmico”. Desejamos determinar em cada instante ¢ > 0 a temperatura
u(t, x) do ponto da barra localizado na posi¢ao 2 > 0 supondo que a mesma esteja sujeita a certas condigoes de contorno
no ponto z = 0 (extremidade da barra) e a certas condigdes iniciais que fixem sua temperatura no instante t = 0:
u(0, ) = up(x), onde up é uma fungao dada.

Consideraremos aqui duas classes de problema, que diferem entre si pela natureza das condi¢oes de contorno. Na
primeira classe de problemas, que chamaremos de classe I, consideraremos que haja um fluxo de calor ¢(t) na extremidade
2 = 0 da barra. Em particular nos interessaremos pela situacao na qual ¢(t) ¢ constante: ¢(t) = qo.

Na segunda classe de problemas, que chamaremos de classe II, consideraremos que a extremidade da barra em z = 0
esteja em contacto térmico com um “banho térmico” & temperatura 7'(t), ¢ > 0. Em particular nos interessaremos pela
situagdo na qual T'(¢) ¢ constante: T(t) = Tp.

Os problemas da classe I consistem em determinar as solugdes da equagao de difusao
ou 9u

o Dam =0 (45.85)
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parat >0 ez >0 com u(t, z) submetida & condigdo inicial

u(0, ) = wo(z), (45.86)
e a condigao de contorno

ou

t, 0) = q(t). 45.87

L1, 0) = a(t) (45.87)
Os problemas da classe II consistem em determinar as solugdes da equagao de difusao

ou 0%u

D = 45.

o Poz =0 (45.88)
parat>0ez > 0 com u(t, ) submetida & condi¢ao inicial

uw(0, ) = wuo(z), (45.89)
e & condigao de contorno

u(t, 0) = T(t). (45.90)

. . - . . Ou
Notas. 1. A relagdo (45.87) segue como consequéncia da observagao que a derivada parcial . (t, ) representa o fluxo de calor que atravessa
i
o ponto x da barra no instante de tempo ¢, ou seja, a quantidade de calor que cruza x por unidade de tempo no instante ¢. Vide, e.g. [170].
2. Em ambos os casos acima hd uma condicao de contorno adicional que deve ser imposta, a saber, uma “condi¢ao de contorno no infinito”:
que diz-nos que, para todo todo ¢ > 0 a fungdo u(t, ) deve ser limitada como fungdo de . Tal condigdo reflete a expectativa fisica de que a
temperatura da barra nao pode crescer arbitrariamente quando nos afastamos da fonte de calor em x = 0.

Como dissemos, vamos tratar desses dois problemas utilizando as chamadas transformadas de Laplace. Para isso
recordemos algumas de suas propriedades.

e A Transformada de Laplace

Seja f : Ry — € uma fungdo. Definimos a transformada de Laplace de f, denotada por L[f] como sendo a fungao
definida por

oo
<l = [, (45.91)
0
com s € C. Esta definicio obviamente nao pode ser langada sem algumas consideragoes prévias, pois é fundamental
que a integral do lado direito faga sentido, ou seja, que seja finita. Isso implica restrigoes as fungoes f admissiveis e aos
valores de s para as quais a definicdo possa ser aplicada. Consideraremos aqui as fungées f com a seguinte propriedade:
Existe um nimero real v tal que

/ [f(t)]e "t < oo . (45.92)
0
Para uma tal fungao é claro que a transformada de Laplace é bem definida desde que Re(s) > . Note que as fungoes

com a propriedade acima néo precisam ser limitadas, pois temos o exemplo da funcao f(t) = 2=, t > 0, que diverge
NG
quando ¢ — 0 mas sem violar a condigao (45.92).

E. 45.4 Ezercicio. Verifique! £

A condigao (45.92) diz-nos essencialmente que f nao pode crescer no infinito mais rapido que a fungao exponencial e
nao pode ter singularidades muito fortes em ¢ = 0.

Seja entao f satisfazendo (45.92) para algum v € R e seja sua L[f](s) definida como acima com Re (s) > v. Vamos
estabelecer algumas das propriedades bésicas da transformada de Laplace que nos interessarao.

1. Linearidade. Sejam f e g duas fungdes satisfazendo (45.92) para algum v € R. A funcio af + 8¢, com o, § € C,
constantes, também satisfaz (45.92) para o mesmo vy € R. Para verificar isso basta notar que

[ eswsaiea < [T Galisolsla@he @ < ol [l des sl [ e < oo
’ ’ ’ ’ (45.93)
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onde a dltima desigualdade segue da hipdtese que f e g satisfazem (45.92). Com isso, segue que Lo f + Bg](s) estd
bem definida para Re (s) > v e vale

Llaf +Bgl(s) = aLlf)(s) +BLLg)(s) (45.94)
que expressa a linearidade da transformada de Laplace.

2. Regra de derivagdo. Seja f : Ry — € uma fungio que satisfaz as seguintes hipéteses: a) f satisfaz (45.92) para
algum v € R; b) f é continua e diferencidvel e sua derivada f’ também satisfaz (45.92) para o mesmo v € R. Com
essa tltima condi¢ao £[f'](s) estd bem definida para Re (s) > ~ e vale, por integracao por partes,

L) = ft)e |5 = /U mdtf(t)%e*"‘ (45.95)

—st

Pela hipStese que f satisfaz (45.92) segue que 'lim f(t)e™*" = 0. Dai, segue imediatamente que
t—o0

LIFNs) = —F(0) +5 / T atf(tye (45.96)

ou seja,

L[f(s) = sL[f(s) = £(0) . (45.97)
Esta relagao é extremamente 1til nas aplica¢oes da transformada de Laplace a teoria das equagoes diferenciais.
Dirfamos que ¢é a prépria razao-de-ser das transformadas de Laplace. Veremos adiante como fazer uso dela.

Para finalizar esse réapido resumo sobre as transformadas de Laplace, citemos a propriedade, dita

3. Propriedade de convolugao: se f e g possuem uma transformada de Laplace, entao
L[f(s)L[gl(s) = L[f *gl(s) » (45.98)
onde .
(200 = [ rie=riglr) ar. (45.99)
icio. Demonstre isso. *

A expressao f x g é denominada produto de convolugao de f e g e valem as seguintes relagdes: comutatividade,

fxg =gxf (45.100)

e associatividade,
fx(g*h) = (fxg)*h. (45.101)
E. 45.6 Ezercicio. Verifique essas tltimas relagdes. o+

e Resolucgao de problemas da classe I

Retornemos agora aos problemas da classe I que discutimos acima e vamos tentar atacéd-los fazendo uso da trans-
formada de Laplace. Consideremos a temperatura u(t, z), solugdo de (45.85) com as condigoes iniciais e de contorno
correspondentes e vamos admitir, por ora sem justificativa, que L[u] e £[3%] estejam bem definidas (para, digamos,
s> 0). A justificativa pode ser apresentada a posteriori, quando nos confrontarmos com a solugao assim obtida.

Como u ¢ uma fungdo de duas varidveis, temos que precisar o que entendemos por L[u]. Aqui, £[u] representa a
transformada de Laplace em relagao a varidvel ¢:

Llu)(s, z) = ./0'00 dtu(t, z)e™ ™" . (45.102)
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(Note-se que podemos também definir uma transformada de Laplace em relagao a varidvel , mas nao o faremos aqui).

Aplicando a transformada de Laplace & equagao (45.85) obtemos

du 0%u
L, 2)-DL | S| (s, 2) = 0. 45.1
L[at](s, x) E[c’)zz}(s' z) =0 (45.103)
Usando a regra de derivagéo da transformada de Laplace isso fica
0u
sL[u] (s, ) —u(0, ) — DL 922 (s,z) = 0. (45.104)
Tem-se também que
0%u 0?
[ﬁ} (s, ) = @L[u](s, z) . (45.105)
E. 45.7 Ezercicio. Justifique essa Ultima expressdo. F

Assim, usando a condigao inicial u(0, x) = uo(x), concluimos:

o2

s 1
WL[U](S’ ) — BL [u] (s, ) =— —up(z) . (45.106)

D

Esta é em geral uma equagao diferencial linear ordindria (pois s6 envolve derivadas em relagao a ) nao-homogénea
(devido ao termo — %uo(w) do lado direito) para a fungdo Llul(s, x). Sua solu¢io é fundamental para o método. Nao
vamos resolvé-la aqui na sua forma mais geral mas, a titulo de ilustragao, vamos fazé-lo no caso em que ug(z) = 0, ou
seja, no caso em que a temperatura inicial da barra é zero em toda parte.

Com essa restrigao, a equagao acima torna-se simplesmente

o2

s
O?L[u](b7 ) — BL [u] (s, ) =0, (45.107)
cuja solugao geral é )
Llu)(s, ) = A(:;)e*ﬁﬁnL B(s)eJrﬁ‘ﬁ, s>0, (45.108)

onde A(s) e B(s) sao funcoes limitadas arbitrarias a serem convenientemente escolhidas,

E. 45.8 Ezercicio. Justifique essa Ultima expressdo. *

Passemos agora & determinacao das fungdes A e B. A primeira observacdo que fazemos é a seguinte: para uma
solugdo u(t, x) fisicamente razodvel, ou seja, que satisfaga & “condigao de contorno no infinito” lim u(t, ) < oo para
r—00
todo ¢ > 0 mencionada acima, devemos ter B(s) = 0. Com o dito acima, a relagio (45.108) reduz-se a

Llul(s, z) = A(s)e” 9B, s>0, (45.109)

Resta-nos determinar a fungao A(s), o que sera feito impondo-se as condiges de contorno. O que fazemos para a classe
I 6 tomar a derivada em relagao a x de ambos os lados de (45.109), obtendo

“ {%} (s 2) = /0 57“%“* ©) = —%A(S)Cﬁ%ﬁ, 5>0, (45.110)
Tomando-se z = 0, e lembrando que %(tﬁ x) = —q(t), ficamos com
1
A(s) = \/Bﬁﬁ[q](S)- (45.111)

Portanto,
e TBVE
s

L[u](s, z) = VD L[q)(s) NG

(45.112)
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Notemos neste ponto que

(45.113)

Vi TR

expressao essa que demonstramos no Apéndice 45.A, pagina 2730. Logo, usando a propriedade de convolugao, segue que

u(t, ©) = @/gtq(t—r)ef dr . (45.114)

Para cada fungao ¢ dada a tltima relagao expressa a solugao u(t, x) desejada. A tarefa de calcular a integral do lado
direito nem sempre pode ser completada de modo fechado, mesmo para fungdes mais simples. Por exemplo, se ¢(t) = o,
constante, o que expressa uma condigao de contorno em que o fluxo de calor para dentro da barra é constante no tempo,
temos

" i
= [1 ym

2

u(t, z) = qg\/g/ot 67\/4;% dr (45.115)

e a integral a direita nao pode ser expressa em termos de fungoes elementares.

E. 45.9 Ezercicio. A equagdo (45.114) expressa a solu¢do dos problemas da classe | para o caso em que uo é identicamente nula.
Tente obter a solugdo para o caso em que ug é ndo-nula. £l

e Resolugao de problemas da classe I1

Trataremos agora dos problemas de tipo II, adotando novamente ug(z) = 0. Seguindo os mesmos passos do caso I
chegamos novamente a relagio (45.109) e determinamos agora A(s) tomando 2 = 0 em ambos os lados, o que fornece

A(s) = L[T](s) . (45.116)
Assim, )
Llul(s, 1) = L[T)(s) e 7BV" . (45.117)

Notemos, entao, que

2
x e~ ibt
= ——L|—7=1| (s), 45.118
2Dr {tw]“)' (45-118)
igualdade essa que se encontra demonstrada no Apéndice 45.A, pagina 2730. Logo, usando a propriedade de convolugao,
segue que

T ¢ e~ i5e
u(t, z) = 2\/m/o T(tfr)w dr . (45.119)

Novamente temos acima a solugdo para uma fungdo T'(t) arbitréria.
Consideremos o caso particular em que T'(t) = Tp, constante, que corresponde a condigao inicial na qual o extremo

da barra estd em contacto com um reservatério a temperatura constante. Com a mudanga de variavel y = \/:'—D‘r’l/ 2

ficamos com

T

2 [ 2
u(t, z) = T()—/ eV dy, ou seja, u(t, ) = To (1—erf (—)) s (45.120)
V) e VaDt

onde erf é a chamada fun¢ao erro, definida como

2 [ 2
erf (z) = ;/ e v dy, zeR. (45.121)
0

E. 45.10 Ezercicio. Verifique essas Ultimas expressdes. o+

Note-se que u(t, x) é constante para @ = a/t, a constante. Esse comportamento com a raiz quadrada é tipico de
processos difusivos em uma dimensao.
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E. 45.11 E

icio. Usando a aproximagdo assintética para a funcdo erf expressa em erf(z) ~ 1 — <
obtenha uma aproximac3o assintdtica para (45.120) quando z >> V4Dt. F

vélida para = “grande”,

E. 45.12 Ezercicio. A equagdo (45.119) expressa a solugio dos problemas da classe | para o caso em que uo é identicamente nula.
Tente obter a solugdo para o caso em que ug é n3o-nula. F

45.4 A Equacao de Ondas

Nesta se¢ao estudaremos as solugoes da equagao de ondas homogénea em diversas dimensoes espaciais. Para o tratamento
de equagdes de onda nao-homogéneas, vide Secao 45.11, pagina 2685, e Secao 45.12.3.1, pagina 2701.

Estudaremos diversas solugoes de equagoes de ondas livres homogéneas em vérias dimensoes sob diversos tipos de
condigoes de contorno. Comecemos falando algumas generalidades sobre as chamadas “ondas estaciondrias”, muito
encontradas em problemas de interesse fisico.

e Ondas estaciondrias
Dentre as diversas solugoes de equagbes de ondas, possuem particular interesse as chamadas solugdes de ondas

estaciondrias. Trata-se, por definigao, de solugoes u(f, t) que possuam a forma de um produto de uma fungao que
depende apenas da varidvel temporal por uma funcio que depende apenas das varidveis espaciais, ou seja, da forma
u(Z, t) = T(t)E(Z). No caso da equagio de ondas livres homogénea

Pu

— —c*Au = 0, 45.122

ot? ’ ( )
com ¢ > 0, constante, definida em Q x R, com Q C R? sendo uma regido espacial aberta, o método de separacio de
varidveis (vide Se¢ao 18.3, pagina 1005) ensina-nos que os fatores T e E de solugoes de ondas estaciondrias satisfazem as
equacoes

T@t)+A\32T(t) = 0, (45.123)
AE(F) = -)E(F), (45.124)

com A sendo uma constante (dita de separagéo). A constante A é determinada pelas condigoes de contorno (de Neumann,
de Dirichet ou mistas, supondo-se também que essas condigoes sejam homogéneas e constantes) a serem fixadas na fonteira
espacial 9.

Fazemos notar que a equagao (45.124) é uma equagao de autovalores para o operador Laplaciano em  sob as
condigoes de contorno desejadas em 92. A constante A é um autovalor e a fungdo E um correspondente autovetor.
Como tipicamente obtém-se autovalores A positivos para tais problemas, a solugao de (45.123) é uma fungao harmonica
de frequéncia C\/X.

O interesse fisico em solugoes do tipo de ondas estacionérias reside no fato de que, devido a natureza de produto da
solugao, u(f, t) = T(t)E(i‘), todos os pontos da onda oscilam harmonicamente com a mesma frequéncia cv/, sendo que
a amplitude de oscilagao, ‘E(f)|, depende apenas da posigao e nao do tempo. Essa é a origem e razao da denominagao
“onda estaciondria”.

Solugoes do tipo de ondas estaciondria podem ocorrem em diversas outras situagoes fisicas, descritas por equagoes
que nao (45.122). Elas ocorrem de forma importante na Equagio de Schrédinger da Mecéanica Quéantica nao-relativista.
L& também o fator espacial E é autovetor de um operador, o operador Hamiltoniano, e os autovalores A sao interpretados
como possiveis niveis de energia do sistemas fisico correspondente.

Ondas estaciondrias sdo também por vezes denominadas modos normais de oscila¢do. Caso a solugdo T tenha um
comportamento exponencialmente crescente ou decrescente, as solugoes sao denominadas “modos quase-normais”. Tais
modos tipicamente ocorrem caso o autovalor A possua uma parte imagindria ndo-nula. Vide, porém, os Exercicios E.
45.55 ¢ E. 45.56, paginas 2721 e 2722, respectivamente, para outras situagoes.
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45.4.1 A Equacao de Ondas em 1+ 1 Dimensoes

o O exemplo da equagao de ondas em uma dimensao e a solugao de D’Alembert

Um exemplo relevante de um problema de Cauchy!# é o de determinar a solugdo da equagio de ondas em uma
dimensao espacial
?u ,0%u

5 —C =0, 45.125
o2~ o2 (45.125)
para ¢ > 0 constante sendo a fungio u suposta satisfazer as condigées iniciais (dados de Cauchy)
ou
u(z, 0) = uo(x) E(w, 0) = wo(x) (45.126)

que fixam posicao e velocidade de u no instante ¢ = 0, onde ug e vy sdo fungoes dadas sobre as quais exigiremos apenas
que ug seja duas vezes diferencidvel e que vy seja diferencidvel'®. O primeiro passo é passar a coordenadas caracteristicas

_&+m _&-n
= — et .

2 ) 2c

{=x+ct, n=x—ct, comoque x

Definindo v por u(z, t) =:v(&, n) = v (z + ct, z — ct) a equacao (45.125) assume, como facilmente se constata, a forma

0%

— = 0. 45.127

Q&N (45 )
Essa equagao pode ser facilmente resolvida. O fato de ela afirmar que a derivada parcial de ‘3—7’]’ em relac@o a varidvel

. ] dv x4 = s du . . 5 B i4 <
¢ ser nula implica que % nao ¢ uma fungao de &, ou seja, o = Ao(n), para alguma fungdao Ay diferencidvel. Essa

equagio, por sua vez, admite uma solugao geral da forma v(§, 1) = A(n) + B(€), onde A é uma primitiva de Ay (isto é,
uma fungao tal que, A’ = Ag) e B é diferencidvel. Assim, temos que
u(z, t) = Az —ct) + Bz +ct) . (45.128)

Essa é a solugdo geral da equagdo de ondas (45.125). O termo A(z — ct) representa uma onda que se propaga (sem se
deformar!) da esquerda para a direita com velocidade ¢ e o termo B(z + ct) representa uma onda que se propaga (sem se
deformar!) da direita para a esquerda com velocidade c. As solugdes representadas pelas fungoes A(z — ct) e B(x + ct)
sdo denominadas ondas caminhantes ou ondas progressivas.

Ainda que nao tenhamos mencionado, pode-se constatar retrospectivamente que ¢ necessdrio supor que A e B sejam
fungoes duas vezes diferencidveis para que (45.128) seja uma solucio (forte, ou estrita) de (45.125). No caso de essa
condigao nao ser cumprida, podemos eventualmente ter em (45.128) uma solugao fraca.

Com (45.128), as condigdes iniciais implicam que para todo z € R
ug(z) = A(z) + B(z) e vo(z) = ¢(B'(2) — A'(2)) .

Assim, para todos z, y € R,
wo(2) +uoy) = A() + A@) + B()+ Bly) e %/ wo(s)ds = B(z) = Bly) — A(z) + A(y) -

Somando ambas as expressoes, obtemos

oz

uo(s) + ) + 4 [ en(s)ds = 240+ 2B()

y

o que implica, substituindo y por  — ¢t e z por « + ct, A(x — ct) + Bz + ct) = w + 5 /;:: vo(s)ds e
obtemos disso, finalmente,
i " 1 et
u(z, t) = Y@z tuzte) 1 / vo(s) ds , (45.129)
2 2¢ Jo ot

14Para a caracterizagio geral de um problema de Cauchy, vide pagina 1011.
15Essas condigdes fornecem solugdes cldssicas, como veremos. Para solugdes fracas as condigoes de diferenciabilidade podem ser enfraquecidas.
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valida para todos z, t € R. A equagao (45.129) expressa a solugao de (45.125) diretamente em termos dos dados de
Cauchy (45.126) e é denominada solucio de D’Alembert'® da equagdo de ondas (45.125) sob (45.126). A expressio
(45.129) fornece uma solucao cldssica de (45.125), como facilmente se verifica, sob a condi¢do que ug seja duas vezes
diferencidvel e vy seja diferencidvel. Se essas condigdes forem enfraquecidas em pontos isolados teremos em (45.129) uma
solugéo fraca.

A solugao (45.129) serd reobtida na Se¢ao 45.11, pdgina 2685, quando resolvermos uma equagdo mais geral que
(45.125) usando métodos de resolugao de equagdes integrais.

Uma outra conclusao que se pode tirar da solu¢ao de D’Alembert (45.129) é que o problema de resolver (45.125) sob
as condigbes de Cauchy (45.126) depende continuamente dos dados de Cauchy ug e v, continuidade entendida aqui em
uma topologia conveniente (por exemplo, aquela definida pela métrica do supremo das fungdes em R). Assim, o problema
(45.125)-(45.126) é um problema bem-posto.

e A funcao de Green para as condigoes iniciais

Para futura referéncia mencionamos que a solugao de D’Alembert (45.129) pode ser reescrita na forma

19 fret o e .
T, ) = ——— ') dx’ + — vo (') da’ |
u(z, t) 50t ), ., uo(z') da’ + %/, vo(a') da’
com ¢ > 0, ou seja,
9 [~ / NV , N .
u(x, t) = = Gz, t, 2" ug(z") da’ + G(z, t, 2")vo(2") da' | (45.130)
ot J_ o —o0
onde, para t > 0,
%, sex—ct<z' <wz+ct,
Gz, t, a') = (45.131)

0, de outra forma.

Verifique! Note que G tem suporte na regiao |z — 2’| < c|t|. As expressoes acima sao validas para ug e vy localmente
integraveis. A funcio G é denominada fung¢do de Green'” do problema de valor inicial em questdo. A fungdo G contém
em si a informagiao de como os valores das condigdes iniciais no ponto 2z’ influenciam a solugao no ponto z no instante
de tempo t. Expressoes semelhantes a (45.130) sdo validas na solugdo da equagao de ondas em duas e trés dimensoes
espaciais. Vide exemplos adiante.

e A equacgao de ondas e o principio de propagacgao com velocidade finita

Coloquemo-nos agora a seguinte questdao. Se fizermos modificagoes nas condigoes iniciais ug e vg (em ¢ = 0) em
pequenas regides, digamos, com um certo abuso, em um ponto, irao essas modificagoes afetar o valor de u na posigao x
no instante ¢ > 07 Contemplando a solugao de D’Alembert (45.129), vemos que s6 afetardao u(z, t) as modificagoes feitas
em wug nas posi¢oes z =+ ¢t e as modificagoes feitas em vy em todo o intervalo (z — ct, x + ct). Modificagoes fora dessas
regides nao afetam u na posicao x no instante ¢ > 0. Assim, o valor de u na posigio « no instante ¢ > 0 é causalmente!®
afetado apenas pelo que ocorre no intervalo espacial [z — ct, = + ct] do instante ¢ = 0, sendo que no caso da condi¢io
[, apenas pelo que ocorre nos extremos desse intervalo. Esse intervalo da superficie inicial do qual u(z, t) depende é
denominado dominio de dependéncia de u(z, t).

Se as condigoes iniciais tivessem sido fixadas em um instante ¢ < ¢ evidentemente concluirfamos que sé afetariam o
valor de u(x, t) os valores de ug e vg contidos no intervalo [z — ¢(t — '), x + ¢(t — t')]. Generalizando, concluimos que
86 poderao afetar o valor de u(z, t) os valores de condigdes iniciais fixados dentro do fecho do cone de luz passado com
vértice em (z, t), V(: " definido por

Vi = {(z', ) ER? (-t — @ —2)2 >0, 1 < t} .

Vide Figura 45.5, pagina 2641.

16 Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783).
17George Green (1793-1841).

8De “causa”, no sentido de “causa e efeito”.
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X
Figura 45.5: Os cones de luz futuro V(: H e passado V(; 4 com vértice em (z, t). A figura também indica (linhas em
negrito) as respectivas fronteiras: 0‘/(4; e 8‘/(; "

Essa caracterfstica da equagao de ondas é comum a todas as equagdes de tipo hiperbdlico (para a defini¢ao, vide
adiante). Omitiremos a demonstragio dessa afirmagao aqui. Devido & natureza hiperbélica de todas as equagdes fisicas
fundamentais'®, a nogéo de que eventos em um ponto (z, t) s6 podem ser afetados por eventos ocorridos no fecho de seu
cone de luz passado V(; 0 é denominado principio de propagagao com velocidade finita. No contexto do Eletromagnetismo
e da Teoria de Campos esse ¢ um principio fisico fundamental e é denominado principio de causalidade de Einstein®.
Trata-se de um principio com consequéncias fundamentais no dominio da Teoria da Relatividade Geral e na Teoria
Quantica de Campos.

Definimos analogamente o cone de luz futuro com vértice em (z, t), V(J: 1) Por
V(J;, n = {(z’ )eR? (t—t) - P —2)2>0,t > t} .

O mesmo principio de causalidade afirma que eventos ocorridos em (z, t) s6 podem afetar eventos contidos em V(; 0
que ¢ também denominado dominio de influéncia de (x, t).

Igualmente importante é a fronteira dos cones V(f 0 denotadas por ()Vé ) e dadas por

t

W, = {(f, ) € R?, (t—t')2—2(z—a/)2 =0, ¢’ < t} e OVF

oty = {(z’, t') e R?, (t—t')*~c*(z—a)? =0,¢ > z}.

e O Principio de Huygens em 1+ 1 dimensées

Existe mais um aspecto da solugéo de D’Alembert que merece comentério. Como facilmente se infere da mesma e da
iscussio aci icio inicial u(z 21 (s P +
discussao acima, mudangas na condigao inicial u(z, 0) no ponto?! (z, 0) propagam-se para o futuro ao longo de [‘)Vm 0)

enquanto que mudangas na condi¢ao inicial %(1 0) no ponto (z, 0) propagam-se para o futuro ao longo de V*(z, 0).

19A equagio de Schridinger, assim como a equagdo de difusdo, nao sio hiperbélicas, pois sio equagdes vélidas apenas no dominio nao-
relativistico. J4 as equagdes de Maxwell, de Dirac e de Klein-Gordon tém carater hiperbdlico.

20 Albert Einstein (1879-1955).

211ss0 é um abuso de linguagem, pois, estritamente falando, mudangas ndo podem ser feitas em um tinico ponto (isso violaria a continuidade
das fungdes), mas em uma pequena vizinhanga de um ponto.
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E. 45.13 Ezercicio. Justifique as afirmativas do dltimo pardgrafo! *

Em espagos com dimensao espacial 3, 5, 7, ou qualquer nimero impar diferente de 1, ocorre que mudangas em ambas
Ju
ot
ipio de Huygens®2.

as condigdes inicial u(Z, 0) e §%(Z, 0) no ponto (Z, 0) propagam-se para o futuro ao longo de dV(JlE 0 Esse fenomeno é

denominado Prin

Em espagos com dimensao espacial 2, 4, 6, ou qualquer nimero par, ocorre que mudangas em ambas as condigoes
inicial u(Z, 0) e ‘(’)—lt‘(i‘, 0) no ponto (Z, 0) propagam-se para o futuro ao longo de V(er Y O caso de uma dimensao
espacial, como comentamos acima, é especial, pois vale o principio de Huygens para a condi¢ao inicial u(z, 0) mas nao
para a condicao inicial g—;‘(z, 0). Mais adiante veremos de forma explicita o que ocorre em 3+ 1 e 2+ 1 dimensoes. Para
uma discussao detalhada do principio de Huygens em varias dimensoes e mesmo para familias mais gerais de equagoes
que as equacoes de ondas, vide [115], Capitulo VI, [552] ou [159].

45.4.2 Interlidio: Ondas Caminhantes e a Equacgao do Telégrafo

e A equagao do telégrafo

Sob hipéteses adequadas, a equagao diferencial que rege uma linha de transmissao elétrica é a chamada equagdo do
telégrafo ) )
%—CZ% +7%+ﬂu =0, (45.132)
onde u(z, t) pode representar o potencial (em relagao & terra) no ponto x no instante ¢ da linha (suposta idealmente
unidimensional e homogénea) ou a corrente elétrica nesse mesmo ponto, e onde as constantes ¢, v e 3 relacionam-se com
parametros fisicos da linha por meio das seguintes equagoes:
1 o k + Lo
= B=2 e 7:%, (45.133)
sendo p a resistividade (resisténcia por unidade de comprimento) do fio condutor que compée a linha, £ a indutancia por
unidade de comprimento da linha, x a capacitancia por unidade de comprimento da linha e ¢ sendo a condutividade
(inverso da resisténcia) por unidade de comprimento associada as perdas de corrente da linha ao ambiente produzidas
por imperfeigoes do isolamento elétrico do fio condutor que a compde (perdas essas que nao podem ser desprezadas em
linhas de transmissao de longas distancias). A equagao (45.132)—(45.133), provavelmente obtida pela primeira vez por
William Thomson??, futuro Lord Kelvin, descreve bem tanto linhas de transmissio de poténcia (como aquelas que saem
das grandes usinas de energia elétrica), quanto linhas de transmissao telegrafica e telefénica, como cabos continentais ou
submarinos de comunicagao, existentes desde meados do século XIX.

E de se observar que, segundo (45.133), as constantes ¢, 3 e v sdo estritamente positivas em situacoes realistas, o que
assumiremos no que segue.

A dedugéo de (45.132)-(45.133) nao ¢ dificil, sendo para tal empregados alguns dos principios basicos do Eletromag-
netismo, como a Lei de Indugio de Faraday®*, a Lei de Kirchhoff?> etc. Uma dedugao de (45.132)-(45.133) pode ser
acompanhada, por exemplo, em [170].

A solugao do problema de Cauchy da equagao (45.132) ¢ discutida na Se¢ao 45.11, pdgina 2685, como caso particular
da equagao 14 tratada. Aqui vamos considerar a equagao (45.132) na semirreta z > 0, tendo por objetivo descrever uma
situagao na qual um sinal (de telégrafo, de telefone etc) é produzido em z = 0, propagando-se para a regiao z > 0. A
equagio (45.132) é uma equagao hiperbélica mas, ao contrdrio da equagao de ondas, equagiao (45.125), a equagdo do
telégrafo nao apresenta solugdes na forma de ondas caminhantes do tipo f(x — cot) (que se propagam sem deformagio da
esquerda para direita com velocidade ¢g, para algum parametro ¢y > 0) e que possuam caracteristicas fisicas “razodveis”.
Isso é melhor entendido no exercicio que segue.

22Christiaan Huygens (1629-1695).
23William Thomson (1824-1907).
24Michael Faraday (1791-1867).
25Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887).
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E. 45.14 Ezercicio-dirigido. Considere que exista uma funcdo f tal que u(z, t) = f(z — cot) seja solugdo de (45.132) (para ¢ > 0,
B> 0e~ > 0) na regido = > 0 para alguma constante ¢y > 0. Mostre que f satisfaz a equacdo diferencial ordindria linear a coeficientes

constantes

(6 =) f" —covf +Bf = 0.
Ha varios casos a considerar.
I. Caso ¢y = c a solugio dessa equacdo é (a menos de uma constante multiplicativa) f(s) = efr’%"s, fornecendo para (45.132) a
solugdo
u(z, t) = e"%‘*(mid) .
Para cada t essa solugdo diverge em z — oo, o que significa que uma tal solu¢do requer energia infinita para ser produzida.

II. Caso ¢ # ¢, mostre que a solugdo dessa equagdo é da forma

f(s) = Ape 4 AN,

48 c?
1 1-=S(1-=
* v’( Cé)]

IIa. Caso cp > c. Nesse caso, ou A+ sdo ambas reais e positivas ou ambas tém parte real (—;‘UT) que é igualmente positiva.
2(c2—c

para s € R, com A4 sendo constantes arbitrdrias e com

coY

Ax = 2(c3 — c?)

H3 dois casos a se considerar:

Justifique! Assim, a solugdo de (45.132) seria
u(e, 1) = Aper+@ g A-l@met)

que também diverge em = — oo para cada ¢, uma situagdo desinteressante pelas razGes jd expostas.

IIb. Caso ¢y < c. Nesse caso, A+ sdo ambas reais, com A sendo sempre negativa e A_ sempre positiva. Justifique! Assim,
escolhendo A_ = 0 teremos interesse pela solugio

u(z, t) = Apet+=meD

para (45.132), a qual decai a zero para & — oo. Porém, para cada x > 0 essa solucdo diverge quando ¢ — oo, indicando
que para que a mesma seja produzida uma energia ilimitada deve ser dispendida pela fonte (situada, digamos, em z = 0)
ao longo do tempo.

Da anilise dos casos acima constata-se que (45.132) ndo exibe solugBes que se propagam sem se deformar com velocidade finita a
partir de uma fonte localizada em = = 0 e que sejam produzidas com energia finita. E de se notar também que, ao contrdrio da equagdo
de ondas (45.125), n3o ha aqui solugBes na forma f(x — cot) para funcdes f arbitrdrias, apenas para certas fungdes f especificas. Assim,
n3o hd a possibilidade, mesmo com energia infinita a disposi¢do, de se ter transmissdo de sinais arbitrdrios e que se propaguem com
velocidade definida e sem deformagio. &

A situagao descrita acima apresentava um obstéculo ao uso de linhas de transmissao para o envio de sinais a long;
distancias pois, em nao havendo solugoes na forma de ondas caminhantes do tipo f(z — cot), a transmissao de sinais
seria realizada com perdas e, mais grave, com distorgdes que por vezes limitavam severamente o volume de informagao
que pode ser transmitidas por unidade de tempo (um sério problema pratico e financeiro em telégrafos). De fato, um
primeiro cabo telegrafico transatlantico conectando a Europa & América do Norte (mais especificamente, ligando a ilha
de Valentia na Irlanda a Newfoundland no Canadd, uma distancia de 4.500km) completado em 5 de agosto de 1858
fracassou em transmitir mensagens compreensiveis. Apds quatro semanas frustradas, tentou-se o envio de sinais de alta
tensao (da ordem de 2.000 Volts), o que conduziu & destruigio do cabo, levando a uma perda de 2.500 toneladas de cobre
e a um prejuizo de £ 350.000 em valores da época [310].

Importantes contribui¢oes para a melhora da eficiéncia da transmissao e da recepgao dos sinais por linhas telegraficas
(incluindo o uso de cabos de cobre mais puro, com menor resistividade e dotados de melhor isolamento elétrico, para
reduzir perdas) foram dadas nos anos seguintes, notadamente por William Thomson®. Entre 1865 e 1866 dois novos

26William Thomson (1824-1907). Em honra as suas contribuices cientificas, notadamente aquelas relacionadas ao problema do cabo
transatlantico, William Thomson foi erguido a nobreza britanica em 1866 com o titulo de primeiro Barao de Kelvin, ficando mais conhecido
pela posteridade como Lord Kelvin. A palavra “Kelvin” por ele escolhida para sua titulagdo provém do Rio Kelvin, que passa pela Universidade
de Glasgow, sua Alma Mater (junto com a Universidade de Cambridge).
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cabos transatlanticos foram construidos conectando a Europa & América do Norte, implementando diversas melhorias.
Seu sucesso inaugurou uma nova era de comunicacdes rapidas a longa distancia, cuja importancia dispensa comentérios?7.

Dentre os aperfeicoamentos que conduziram & melhora da transmisséo de sinais elétricos em cabos de longa distancia
hé um que particularmente concerne nossa temética presente. A existéncia de dissipagao no sistema descrito por (45.132)
(notadamente nos dois tiltimos termos daquela equagao) tornam inevitavel uma perda de sinal com a distancia. Podemos
entdo nos perguntar se nao haveria solugdes para (45.132) na forma

u(z, t) = e 9% f(z — cot) , (45.134)

com ¢ e ¢p constantes e f arbitraria. Como se vé, trata-se de uma onda caminhante com velocidade ¢y, exponencialmente
amortecida com a distancia. Como u(0, t) = f(—cot), podemos identificar a fungio f com o sinal a ser transmitido,
produzido em z = 0. Uma solugdo como (45.134), se houver, seria ainda de interesse, pois permitiria ainda um reco-
nhecimento do sinal original (codificado na fun¢ao f), transmitido sem distor¢ao (eventualmente apés um processo de
amplificagio da parte do receptor para corrigir o efeito do fator de amortecimento e~%*). Substituindo (45.134) em
(45.132), obtemos

2 52 :
% — 02% + 7% + fu = [(cg - cz)f”(z —cot) + (2826 - 'yco)f/(z —cot) + (ﬁ - 5262)f(1 - cot)}e"sz .

Verifique! A condigao necessdria e suficiente para que o lado direito seja identicamente nulo para uma fungao f arbitréaria
(duas vezes diferencidvel) é que cada um dos fatores entre parénteses se anule (justifique!), ou seja, que valha

2
c = c, 6:2109[?:?'

Note-se que a tltima igualdade relaciona apenas parametros de (45.132) e, portanto, nao é toda e qualquer linha de

transmissao que pode apresentar solugdes como (45.134), na forma de ondas caminhantes exponencialmente amortecidas,
2

apenas aquelas para as quais $ = 2, em cujo caso (45.134) assume a forma

u(w, t) = e f(z—ct),

42

com f arbitrdria (duas vezes diferencidvel). Usando-se (45.133), é facil constatar que a condigdo § = I equivale a
seguinte condigao entre os parametros fisicos da linha de transmissao:
pr = Lo . (45.135)

Essa relagao, obtida em 1887 por Heaviside®®, pode ser satisfeita por uma escolha conveniente do material que compoe
o cabo de transmissao e seus parametros geométricos, ou por adi¢ao periddica de indutores a linha de transmissao.

45.4.3 Outro Interladio: Sélitons

E um fato notével que nio apenas equagdes lineares, como a equagao de ondas (45.125), apresentam solugoes na forma
de ondas caminhantes. Certas equagoes nao-lineares de interesse fisico também admitem solugoes na forma f(z + cot)
para certas fungoes f especificas e certas constantes ¢. A existéncia de solugdes de equagdes nao-lineares que apresentem
essa forma de estabilidade é bastante surpreendente, pois é indicativa da existéncia de mecanismos de compensacao de
efeitos de dispersao e de dissipa¢do em meios nao-lineares. Solugoes de equagdes diferenciais parciais nao-lineares que
sejam da forma de ondas caminhantes, estdveis e aproximadamente localizadas em regides finitas sdo genericamente
denominadas sdlitons em Fisica?, termo cunhado por Kruskal®® e Zabusky®!' em um célebre trabalho de 1965%2. A

27Lord Kelvin supervisionou pessoalmente o assentamento do cabo submarino conectando o Pard a Pernambuco, em 1873, parte de um
sistema maior de comunicages entre a Europa e a América do Sul.

280liver Heaviside (1850-1925). O trabalho original é “Electromagnetic induction and its propagation”, in Electrician, (1887).

29H4 uma definigio matematicamente precisa dessa nogao, sobre a qual nao elaboraremos aqui.

30Martin David Kruskal (1925-2006). Além de suas contribuicdes & teoria dos sélitons, Kruskal é também conhecido por uma importante
solugdo das Equagdes de Einstein da Teoria da Relatividade Geral.

31Norman J. Zabusky (1929-).

32N. J. Zabusky and M. D. Kruskal, “Interaction of ‘Solitons’ in a Collisionless Plasma and the Recurrence of Initial States”. Phys. Rev.
Lett. 15, 240 (1965).
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primeira observagao empirica desse fenémeno data aparentemente do ano de 1834 e foi feita pelo engenheiro naval John
Scott Russell®® enquanto o mesmo cavalgava ao longo de um canal na Escécia, denominado Union Canal (ou Edinburgh
and Glasgow Union Canal), conduzindo testes. Em uma nota publicada dez anos mais tarde?!, Russell descreve sua
observagao com as seguintes palavras, repetidamente citadas desde entao:

“I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair of horses, when the boat
suddenly stopped - not so the mass of water in the channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of
the vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the
form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the
channel apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling
on at a rate of some eight or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot to a foot
and a half in height. Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the
channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that singular and beautiful phenomenon
which I have called the Wave of Translation”.

A explicacio do fenémeno observado por Russell foi primeiramente apresentada por Boussinesq® em 187136 e por
Lord Rayleigh®” em 1876%%, 0 qual menciona em seu trabalho a antecedéncia de Boussinesq. Uma marcante contribuigio
posterior foi apresentada pelos matematicos holandeses Korteweg® e de Vries®® em um trabalho de 1895, os quais
propuseram e analisaram uma equagao diferencial parcial para descrever ondas nao-lineares em canais rasos, a qual
passou a ser conhecida como equagdo de Korteweg-de Vries ou, abreviadamente, equacao KdV, a equagao (18.14), pigina
996 (vide adiante).

Posteriormente, a existéncia de sélitons foi observada em diversos outros sistemas. Na segunda metade do século XX
sélitons encontraram inimeras aplicagoes em Fisica, como na Mecéanica dos Fluidos, na Teoria Quéantica de Campos,
na Mecanica Quantica, na Fisica Estatistica, na ()ptica em meios nao-lineares. Nesse tltimo ramo, sélitons alcangaram
aplicagoes de natureza tecnoldgica, sendo empregados no transporte de informagao a grandes distancias através de fibras
6pticas, uma proposta surgida tao recentemente quanto nos anos de 1970 e implementada tao recentemente quanto no
final dos anos 1980.

Nesta breve se¢ao vamos ilustrar a existéncia de sélitons em alguns exemplos de interesse. Hi uma extensa literatura
sobre sélitons e dela destacamos para o leitor interessado as referéncias [137], [302], [319] e [579]. Para solugbes com

multiplos sélitons, vide particularmente [1]. Para mais notas histéricas sobre Scott Russell ¢ a descoberta dos sélitons,
vide [120].

45.4.3.1 Solitons na Equagao de Korteweg-de Vries

Vamos considerar a equagio de Korteweg-de Vries (18.14) (também denominada equagdo KdV) na sua forma (18.15):

o 05 Yo

e procuremos para (45.136) solugoes na forma de ondas caminhantes u(z, t) = f(z — cot) para € R e ¢t € R, para
alguma fungdo f e alguma constante ¢p. Inserindo o Ansatz u(z, t) = f(x — cot) em (45.136), obtém-se f"'(x — cot) +
6f(x — cot) f'(x — cot) — cof'(x — cot) = 0. Verifique! Escrevendo s := x — ¢ot, procuramos, portanto, solugdes f da
equagao diferencial ordinéria

=0 (45.136)

["(s) +6f(s)f'(s) = cof'(s) = 0 (45.137)

33 John Scott Russell (1808-1882). Coincidentemente, Russell foi o projetista principal de um famoso navio, o “Great Easter
de sua época, o qual, devido ao seu tamanho tnico, foi utilizado para o lancamento do supracitado cabo transatlantico de 1866, conectando
a Europa a América do Norte.

347, Scott Russell. “Report on waves”, Fourteenth Meeting of the British Association for the Advancement of Science, 1844.

35 Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929).

36Duas referéncias nesse contexto sdo: Joseph Boussinesq, “Théorie de l'intumescence liquide, appelée onde solitaire ou de translation, se
propageant dans un canal rectangulaire”, Comptes rendus de I’Académie des sciences, vol. 72, 755-759 (1871) e Joseph Boussinesq, “Théorie
des ondes et des remous qui se propagent le long d’un canal rectangulaire horizontal, en communiquant au liquide contenu dans ce canal des
vitesses sensiblement pareilles de la surface au fond”, Journal de Mathématique Pures et Appliquées, Deuxiéme Série, vol. 17, 55-108 (1872).

37 John William Strutt, terceiro Bardo de Rayleigh (1842-1919).

380 referido trabalho é: Lord Rayleigh, “On waves”. Philosophical Magazine, ser. 5, vol. 1, no. 4: 257-279 (1876).

39Diederik Johannes Korteweg (1848-1941).

40Gustav de Vries (1866-1934).

41D, J. Korteweg and G. de Vries, “On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal and on a New Type of Long
Stationary Waves”, Philosophical Magazine, 5th series, 36, 422-443 (1895).

?, 0 maior navio
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para todo s € R. Trata-se de uma equacio de terceira ordem e nao-linear. Para resolvermos (45.137) seguiremos um
procedimento comummente usado na resolugiao de equagdes ordindrias, a saber, procuramos transformar (45.137) em
uma equagao de ordem menor.
Observe-se em primeiro lugar que (45.137) pode ser reescrita como f”(s) + 34 (f(s)?) — cof'(s) = 0 ou scja,
d(on 2 _
7 f7(8) +3f(s)* —cof(s)) =0,
o que implica
J'(8) +3f(s)* —cof(s) = a, (45.138)
para alguma constante a. Multiplicando-se (45.138) por f’(s), obtemos f(s)f"(s) + 3f(s)2f'(s) — cof(s)f'(s) = af'(s),
que equivale a
d (1
T (E(f’(s))2+f(s)3 -5 f(5)* —af(s )
0 que, por sua vez, implica
(F()) + 2f(s)® = cof(s)> — 2af(s) = b (45.139)
para alguma constante b. Essa é uma equagio de primeira ordem equivalente & equagio de terceira ordem (45.137).
No que segue, obteremos nao a solucao geral de (45.139) (o que néo é dificil, por integracao, fornecendo a solu¢ao em
termos de fungoes elipticas), mas nos interessaremos por solugdes especificas que satisfagam
. o ey — T 1 —
i f(s) = lim f'(s) = lim f"(s) = 0, (45.140)

(ou, equivalentemente, a mesma condigdo com s — oo substituida por s — —oc0). Como veremos, essas condigoes (que
representam condicoes de contorno em +o0c) correspondem a soluges essencialmente localizadas em uma regido finita e
que decaem rapidamente a zero em +oo.

A imposicao de (45.140) a (45.138) implica a = 0 e a (45.139) que b = 0. Ficamos assim restritos a resolver a equacao

(f’(S))Z = cof(s)> —2f(s)°

que equivale ao par de equagdes f'(s) = =£+/cof(s)?2 —2f(s)3. Como a troca de sinais + equivale a troca s — +s, é
suficiente resolvermos uma das equaqoeq por ex?mplo
f'(s) = =Veof(s)2 —2f(s)*, (45.141)

o que pode ser feito por integrac¢ao. Temos

/W = —‘/ds = —(s—m),

para alguma constante de integragao zp. A integral do lado esquerdo pode ser facilmente calculada com a mudanga de

varidvel f = < (cosh 9)72, com o que teremos [ ﬁ = 7\/%70 Jdo = 7—0 Verifique! Assim, § = —(b — o), e
obtemos 1
Co
fs) =

2 {cosh (‘F(b - zo))]z

como solugao de (45.141) satisfazendo (45.140). Portanto, a solugdo procurada para a equagao de Korteweg-de Vries
(45.136) ¢
co 1

2 [cosh (ﬁu — cot — JLO))]Z

Essa solugdo ¢ dita ser o sdliton da equacao de Korteweg-de Vries. As constantes xg e g, acima, sao arbitrdrias. Alterar

o valor de z equivale apenas a uma translagao espacial da solugao ou do sistema de coordenadas. J4 a constante ¢, além
de representar a velocidade de fase da onda (45.142) aparece multiplicando a fungao do lado direito e seu argumento.
Assim, aumentar ¢y aumenta a velocidade de fase da onda, aumenta sua amplitude e torna-a mais estreita. Vide Figura
45.6, pagina 2647. Esse séliton é considerado uma excelente descri¢ao tedrica da onda observada por Scott Russell e
pode ser produzido facilmente em laboratério usando-se canais rasos e estreitos.

u(z, t) = (45.142)
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Figura 45.6: As duas figuras reproduzem o perfil de sélitons do tipo (45.142) da equagao de Korteweg-de Vries em um
dado instante de tempo para dois valores de ¢y. O valor de ¢y na figura do lado esquerdo é menor que na do lado direito.
Aumentando-se ¢y aumentam a velocidade de fase da onda e sua a amplitude, mas seu perfil torna-se mais estreito.

E. 45.15 Ezercicio. Procedendo de forma andloga aquela que empregamos no tratamento da equacdo de Korteweg-de Vries obtenha
solu¢des soliténicas para a equagio
6—"+M+626“:0 (45.143)
ot O3 oz ’ :

denominada equacdo de Korteweg-de Vries modificada, ou equacido MKdV. Ed

45.4.3.2 Soélitons na Equagao de Sine-Gordon

Uma outra equagao a derivadas parciais relevante que exibe solugdes do tipo de sélitons é a chamada equacao de Sine-
Gordon, equagao (18.13), pgina 996:
0%u 2 0?u
o2 " 922
com ¢ > 0, § > 0. Essa equagao ocorre em diversos sistemas fisicos, entre eles, uma cadeia de péndulos idénticos
harmonicamente acoplados suspensos em um campo gravitacional constante.

+ fBsen(u) = 0, (45.144)

Seguindo os passos do tratamento que demos logo acima a equagao KdV, procuremos para (45.144) solugoes da forma
u(z, t) = f(x — cot) para alguma fungdo f e alguma constante ¢y > 0. Da equacao (45.144) obtemos para f a equagdo

diferencial

((:2 =) f"(s) — Bsen(f(s)) = 0,
novamente com s = x — ¢ot. Para resolver essa equa¢ao vamos transforma-la em uma equagao de primeira ordem.
Multiplicando-a por f’(s) e usando os fatos que f'(s)f”(s) = %%(f’(s))2 e que f’(s)sen(f(s)) = —% cos (f(s)),

obtemos
d (62 - Cz) 7 2 _
£<—2 (1)) +Bcos(f(8))> =0,

o que implica
(@-&) o
2 (7)) + Beos (7(5) = a (15.145)
para alguma constante a. Nao vamos no que segue procurar a solugao geral dessa equagao, mas apenas aquelas que
satisfagam as seguintes condigoes:

Sm F) = Hm fe) =
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Impondo essas condiges a (45.145) obtemos a = 3. Com isso (45.145) fica cz—gcé(f’(e))2 + ge(cos (f(s) = 1) =0, que

também pode ser escrita como
2 _ 2 2
= ¢ B
%(f’(s))2 =23 (scn (%)) . (45.146)
Observe-se que, como 8 > 0, essa equacao s6 ¢ possivel para |cg| < ¢, 0 que suporemos doravante.

A equagao (45.146) equivale as equagdes f'(s) = +2 sen (f< )) Como a troca de sinais corresponde & troca

Ed j:s, consideraremos apenas a qul‘cl(;il()

Dela obtemos

df _ B o
/ qen(fU) =2 cz—cg(s YR (45.147)

com zo sendo uma constante de integracéo Com a mudanca de varidveis f = 4arctan(e?) teremos df = dy e

1+ 2y
sen (%) = 1+e2' Verifique! Assim, [ ﬁ =2 [dy = 2y (verifique!) e obtemos de (45.147) que y = ,/ﬁ(k — ).

Logo,
5 (s—
f(s) = 4arctan (e ‘ ("( Zn))

é a solugao procurada de (45.146), do que se conclui que a solugao procurada de (45.144) é
g (e—cot=a0)
u(z, t) = 4arctan | e 0 , (45.148)

com |eg| < e. Essa solugdo é dita ser o sdliton da equagao de Sine-Gordon. As constantes xg e ¢g, acima, sao arbitrarias,
mas com [cg| < e. Alterar o valor de z¢ equivale apenas a uma translagio espacial da solugdo ou do sistema de
coordenadas. Quando ¢y aproxima-se de ¢ o perfil da fungao torna-se mais estreito. Vide Figura 45.7, pdgina 2649. Da
solugdo (45.148) é facil de se provar que para cada t vale TEIPDO u(z, t) = 0 mas TETDO u(x, t) = 2. Assim, a solugao

(45.148) interpola 0 a 27 quando z vai de —oo a +00 e isso para cada instante ¢.

45.4.3.3 Sdlitons no Modelo de Pogo-Duplo

O tratamento que demos acima & equagao de Sine-Gordon pode ser estendido a uma classe de equagoes com caracteristicas
semelhantes aquela.

Seja V : R — R uma fungéo nao-negativa (isto ¢, V(u) > 0 para todo u € R) diferenciavel, com um minimo em ug
onde valha V(ug) = 0. Dizemos que V' é o potencial do problema tratado. Considere-se a equagao a derivadas parciais

Pu 2 0u

ot? Ox?

"(u) = 0, (45.149)

onde V' é a derivada de V. Se procurarmos para essa equagoes solugoes na forma de ondas caminhantes como u(z, t) =
f(z — cot) para alguma fungao f duas vezes diferencidvel e algum ¢o > 0, obtemos para f a equacao

(=) f"(s)=V'(f(5)) = 0,

2_.2
com s = & — cot. Multiplicando essa expressao por f’ obtemos - (@ (f’(s))2 - V(f(s))) =0, de onde se extrai

)

T (M) V() = a (45.150)
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Figura 45.7: O perfil do séliton (45.148) da equacao de Sine-Gordon em um dado instante de tempo. A fungo interpola
0 a 27 quando z vai de —oo a +00. A velocidade de fase é ¢y < ¢. Fazendo ¢ aproximar-se de ¢ aumenta a velocidade
de fase da onda e seu perfil torna-se mais estreito.

para alguma constante a. Vamos agora considerar apenas as solugdes que satisfazem as seguintes condigoes de contorno
em s — —00:
lim f'(s) =0 e lim f(s) = wo,
s5——00 s——00
onde, recordando, ug ¢é tal que V(up) = 0, um minimo do potencial. De (45.150) segue que a = 0 e, assim, concluimos
que
2 2
(C - CO) 1 2
—_— s = V(f(s)) . 45.151
(5" = V() (45.151)

Como V' é nao-negativo concluimos que ¢y < c. Disso obtemos

)= 2 [ Voo

Dessa expressao obtemos (escolhendo o sinal —, por conveniéncia)

L/ S B (45.152)

N R G

com z sendo uma constante de integragao. Determinando a integral do lado esquerdo podemos eventualmente obter a

2
solugdo f(s) desejada. Foi o que foi feito no caso da equagio de Klein-Gordon com V(u) = 28 (sen (fgg))) (compare
(45.151) com (45.146)) e ¢ o que faremos no exemplo a seguir.

e O caso do potencial de pogo-duplo

Vamos ilustrar isso no caso do chamado potencial de pogo-duplo, de interesse na Fisica Quantica. Trata-se do caso
em que
V(u) = y(u® - (12)2 , (45.153)

onde v > 0 e > 0. Vide Figura 45.8, pagina 2650. Aqui adotamos uy = —a como o ponto onde o potencial é minimo.
Como V'(u) = 4yu® — dya?u (verifique!), a esse potencial corresponde a equacio a derivadas parciais nio-linear
0u 2 Pu

—5 —C 4 —4 =0, 45.154
2 el +'yu yalu = 0, (45.154)
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por vezes denominada equagdo do potencial de pogo-duplo. Nesse caso (45.152) fica

dj 27y

¢ —cp

A integral do lado esquerdo vale 7$ argt,anh(//a)7 do que obtemos f(s) = atanh (, / % (s — Jco)) , que corresponde
2 —cf
a solugao solitonica

2ya?
u(z, t) = atanh( -2 (Z*Ccﬂ*lg)) s

para a equagao do potencial de pogo-duplo (45.154). Essa solugdo interpola para cada ¢ os valores —a e +a, os dois
minimos absolutos de V', quando z vai de —oo a +o0.

\Y

-a a u

Figura 45.8: Gréfico do potencial de poco duplo (45.153), com minimos absolutos em =av.

45.4.3.4 Soélitons na Equagao de Schrédinger Nao-Linear

A equacao de Schrédinger nao-linear em uma dimensao

. 2 92,
A L S (45.155)
ot 2m dx?
com g € R, m e h positivos, admite solugdes do tipo séliton, as quais sdo de interesse em telecomunicagoes (especi-
ficamente, para a propagacao de sinais eletromagnéticos em fibras épticas) e no estudo dos chamados condensados de
Bose-Einstein. No que segue vamos descrever como obter tais solugoes solitonicas (hd essencialmente apenas duas que
tém interesse fisico e tecnolégico).

Escrevendo u na forma polar u = pe'®, com p e ¢ reais, obtemos de (45.155) apds separarmos as partes real e
imagindria, o par de equagoes

h h
po= *Eﬂméz ~ PP (45.156)
_ h h 2 g3 5
P = Gpar = 5 p(02) =0 (45.157)

Verifique! Adotemos agora ¢ na forma
oz, t) = e+ wt
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com X e w constantes. Com essa escolha (45.156)—(45.157) ficam

P = 7@/)_, s (45.158)
m
2mg 3 2m 9
oe = I (2 a2) ). 45.15
p. E2p+<ﬁw+ P (45.159)
Verifique! A equagao (45.158) implica que p ¢ da forma
plz, t) = f(z—cot) (45.160)

para alguma fungao f a ser determinada por (45.159), sendo

hA
o = —,
m
ou seja, p tem a forma de uma onda caminhante com velocidade de fase ¢y. Com isso, vemos que estamos lidando com
solugoes u para (45.155) da forma

u(z, t) = flz— cot) fOoHen) (45.161)
Com (45.160) a equagdo (45.159) fica
1 2mg 3 2m 2 8
f(s) = Ff(s) + 7w+)\ f(s), (45.162)

com s := & — ¢ot. Multiplicando-se ambos os lados de (45.162) por f’(s) obtemos

d [1

, 2 m, 1 /2m
&[5 - et 5 (B e ) sor] = 0.

do que se conclui que

2 .
(f'(9))" = af(s)* = Bf(s)* = a, (45.163)
com a sendo uma constante e onde definimos
m, 2m
el LA YL

A partir deste ponto diversas condigoes distintas devem ser consideradas e iremos nos concentrar naquelas de conduzem
aos resultados que nos interessam no presente contexto.

I. Casoa=0.
Se impusermos condigdes de contorno em s — —oco do tipo
lim f'(s) =0 e lim (af(s)4 + 6f(s)2) =0
s§——00 s——00
entdo (45.163) implica a = 0 e (45.163) torna-se
(f'(s))® = af(s)* +Bf(s). (45.164)
Note-se que essa equagao ¢ impossivel se & < 0 e § < 0. Como nos interessamos pelo caso em que o termo nao-linear
de (45.155) estd presente, ou seja, g # 0, temos o # 0. H4, quatro casos a considerar.
La. Casoa <0ef>0.
Neste caso, (45.164) implica f'(s) = £v/Bf(s)y/1 —7vf(s)? com v := % O sinal £+ pode ser absorvido
com a troca s — =£s e, escolhendo o sinal —, teremos ff\/#W = —/B(s — x9), com z¢ sendo uma
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II.

constante de integragdo. A mudanca de varidvel f = — [df = —0. Assim,

0 = /B(s — o) e obtemos

1 ga [—d4
Jeowg conduz a [ o=t
- 1

/7 cosh (\/[_3(3710))

Essa expressao conduz a uma solugao de tipo séliton, a qual discutiremos logo adiante.

(45.165)

Os trés casos seguintes também apresentam solugoes de tipo sdliton, mas todas tém um interesse reduzido
devido & presenga de singularidades nas mesmas.

Lb. Casoa>0e 5 >0.
Neste caso, (45.164) implica f'(s) = £/Bf(s)\/7f(s)2 + 1 com v := . O sinal = pode ser absorvido com a
troca s — +s e, escolhendo o sinal —, teremos f f\/w;i(e’T —/B(s — ), com zy sendo uma constante de
integracdo. A mudanga de varidvel f = m conduz a [ W =—[df =—0. Assim, § = /B(s—w0)
e obtemos 1
fls) = ————— .
Vasenh (VA(s - x0) )
Essa solugao é de interesse limitado, pois é singular em s = xg.
Ic. Casoa>0e¢ 5 <0.
Neste caso, (45.164) implica f(s) = ++/|3|f(s \/'yf(e)2 1 com v := %. O sinal £ pode ser absorvido com
a troca s — +s e, escolhendo o smal +, teremos f f\/i \/— , com zp sendo uma constante de
integragao. A mudanga de varidvel f = W conduz a f f\/m = fd& = 0. Assim, 0 = /|B|(s — xo)
e obtemos 1
fls) = ————~ -
Veos (VIBl(s — z0))
Essa solugao ¢ de interesse limitado, pois é singular em s =z & 7.
I.d. Casoa>0e =0.
Neste caso, (45.164) implica f’(s) = £/af(s)?, cuja solugdo é
_ Fl
6) = 756 =20
Essa solugao ¢ de interesse limitado, pois ¢ singular em s = xg.
Caso a # 0.

Dentre todos os casos possiveis vamos nos interessar por um especificamente, a saber, aquele no qual a > 0e 5 < 0.

A relagao (45.163) se escreve

2 2
() = B e = a (st BY o 1B -
(F6)” = af* =817 +a = a (ser = 1)+ B2 (15.166)
Se impusermos condigdes de contorno em s — —oo do tipo
lim f'(s) =0 e lim f(s) = — ﬂ
s——00 s——00 2a’

entao (45.166) implica

a= WI e ficamos com

()" = (f( > - Iﬁl) , (45.167)
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Consideremos, portanto a equagao f’(s) =—Ja (f(9)2 - ‘) Temos f w = —y/a(s — xp). Com a mudanca

de varidveis f = \/7y obtemosj w = 7\/|2?j T 7\/%argtanh(y). Logo,
f(s) = \/Wtanh (\/@(s - T(])) . (45.168)

Essa expressao conduz a uma solugao de tipo séliton, a qual discutiremos logo adiante.
Podemos agora retornar a (45.161) com nossos resultados acima, mas iremos nos limitar as solugoes (45.165) e (45.168).

e O séliton “claro” da equagao de Schrédinger nao-linear

Para o caso a < 0 (ou seja, g < 0) e 8> 0 com a = 0 encontramos a solugio (45.165) para f. Retornando a (45.161),
isso corresponde a solugdes da forma

L ewlifere)]

u(z, t) = .
V7 cosh (\/3(1 — cot — wo))
. . 1ol _ h/\ mg ._ 2m 2
com v = ‘F, o : ya= e fi= o+ A%
Como a amplitude dessa onda é A := % e sua velocidade de fase é ¢, é conveniente escrevermos u em termos desses

dois parametros (além de z e dos parametros da equagao de Schrodinger nao-linear, g, m e h). Apés algumas contas
elementares, obtemos a solu¢ao solitonica

1
cosh (@(af — cot — T())) ’

i 1 <
u(z, t) = Aexp {% [mc()m -3 (9A® + mcj) t,] } (45.169)

h

(Recordar que g < 0 aqui). A equagdo de Schrodinger nao-linear descreve a propagagao de ondas eletromagnéticas em
fibras 6pticas, onde a quantidade |u(z, ¢)|? descreve a intensidade da radiacio. Segundo (45.169),

1
[cosh (@(r —cot — Io)ﬂ2 A

lu(z, t)* = A% (45.170)

Nesse caso a intensidade luminosa |u(z, ¢)|? decai a zero para @ — 0o em cada instante t. Um esbogo do grafico dessa
func¢ao para um dado instante é exibido na Figura, 45.9, pigina 2654, e, como se vé, descreve um pulso localizado de
luz de amplitude A2 que se propaga com velocidade cp. Por essa razdo a solugio (45.169) é denominada sdliton claro da
equagao de Schrodinger nao-linear.

O segundo séliton que discutiremos é do tipo “escuro”.

e O séliton “escuro” da equagao de Schrédinger nao-linear

Para o caso a > 0 (ou seja, g > 0) e B < 0, com a assumindo um valor especifico nao-nulo, encontramos a solugao
(45.168) para f. Retornando a (45.161) isso corresponde a solugoes da forma

u(z, t) = ‘Zi‘ exp [z ()\1' + wt)] tanh (\/W(_L —cot — xo)) s

efi=2w+ A2

com ¢y i= %, o=

Como a amplitude dessa onda é A := /5 \@| e sua velocidade de fase é ¢y, é conveniente escrevermos u em termos

desses dois parametros (além de zg e dos parametlos da equagao de Schridinger nao-linear, g, m e h). Apds algumas
contas elementares, obtemos

i 1 . . A/
u(x, t) = Aexp {% {mc(]w -3 (9A% +mc]) t] } tanh ( hmg (z — cot — mo)) . (45.171)
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Figura 45.9: Do lado esquerdo, a intensidade |u(x, t)|? em um certo instante de tempo dada em (45.170) referente ao
séliton claro da equacio de Schrodinger ndo-linear. Do lado direito, a intensidade |u(z, ¢)|* em um certo instante de
tempo dada em (45.172) referente ao séliton escuro da equagao de Schrédinger nio-linear. Em ambos os graficos os
mesmos valores da amplitude A foram utilizados. ¢y representa a velocidade de fase. Note-se que a fungao do grafico do
lado esquerdo converge a 0 para z — 400, enquanto que a do lado direito converge a A2

(Recordar que g > 0 aqui). Essa solu¢do ¢ denominada sdliton escuro da equagio de Schrodinger nao-linear. A razao
dessa nomenclatura tem a ver com o fato de que a equagao de Schrédinger nao-linear descreve a propagagao de ondas
eletromagnéticas em fibras Gpticas, onde a quantidade |u(z, t)|? descreve a intensidade da radiagio. Segundo (45.171),

[u(z, t)|* = A? [tanh (@(r 7(:gt7w0))r . (45.172)

Um esbogo do grifico dessa fungdo em um dado instante é exibido na Figura, 45.9, pagina 2654, e, como se vé, |u(x, t)|?
converge a A% # 0 para  — o0 em cada instante ¢, mas no ponto x = o + cot essa intensidade é nula. Daf se chamar
esse soliton de escuro, pois corresponde & propagacao estavel com velocidade ¢y de uma mancha escura em uma fibra
6tica inteiramente iluminada.

45.4.4 A Equagao de Ondas e Transformadas de Fourier

Na presente se¢ao mostraremos como podemos fazer uso da transformada de Fourier (cuja teoria é apresentada na Se¢ao
39.2, pagina 2177) para encontrarmos a solugio da equagio de ondas

o? .
a—t; —Au = 0 (45.173)
para todos & = (21, ..., ¥,) € R™ e t > 0 sob as condigdes iniciais
du
u(z, 0) = uo(z) , E(I’ 0) = wo(z) . (45.174)
Acima, n representa o nimero de dimensoes espaciais, x = (z1, ..., %,) € R" sdo coordenadas Cartesianas ¢ A =

o
32

E Pz O problema descrito em (45.173)—(45.174) é um tipico problema de Cauchy (vide Se¢ao 18.4, pagina 1011) e as
i

a=1 a

fungoes ug e vy sao denominadas dados de Cauchy desse problema.

Por simplicidade e transparéncia, assumiremos no tratamento que faremos que as fungoes ug e vy que definem as
condigdes iniciais em (45.174) sdo elementos do espago de Schwartz .%(R™), introduzido na Secdo 39.1, pagina 2163.
Essa restrigao simplifica bastante o desenvolvimento que faremos, mas é importante recordar que em problemas fisicos
estamos por vezes interessados em situagoes nas quais ug e vp nao sio elementos de .’ (R™). No entanto, a solucio que en-
contraremos ainda pode ser correta em tais casos, mas sua justificativa pode demandar um esforgo maior, comprometendo
a clareza da exposigao.
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Nossa estratégia para encontrar a solugdo de (45.173) sob as condi¢des (45.174) seguird os seguintes passos: 1.
Supondo que a solugao u seja, para cada ¢, um elemento de .#(R™) enquanto fungio de z, usaremos a transformada de
Fourier para resolvermos (45.173) sob as condigdes (45.174). 2. Constataremos explicitamente que a expressao obtida
realmente ¢ solugao de (45.173) sob as condigoes (45.174), justificando assim a posteriori a hipétese que fizemos de u ser
um elemento de ./(R™) enquanto fungao de z. 3. Evocamos um teorema de unicidade de solugao para garantir que a
solucao que obtivemos é a tnica solug¢ao possivel.

No que segue vamos por vezes denotar u(z, t) por uy(z). A transformada de Fourier de u(z, ¢) em relagao as varidveis

z = (21, ..., Tn) € R" serd denotada por u(p, t) ou iz (p):
~ . 1 .
ap, t) = Tlul(p) = @iz /]Rn u(z, t)e " d"w,
com p = (p1, ..., pn) € R". Como supomos que para cada t € R tenhamos u, € .#(R"), como fungio de z, segue que
iy € .7 (R™) como fungdo de p, para cada t € R e, além disso, vale
1 )
uz ) = I = Gom /]R W, t) e dp. (45.175)

Do fato que @; € . (R™) segue que

0%u 1 0% ipx m _1 [0%@
(@ ) = o= —5(p t)ePdp = F! 2: (z)
ot (2m)3/2 Jgn Ot ot

(para a troca de derivadas e integrais, confira Proposigao 38.5, pagina 2097). Por (39.44), segue também que para cada
a=1,...,n, vale

ou 0 1~ 1 N ip:
5?(1» t) = 727 Ha)(z) = —W/Rnpﬁut(m e d"p
e, portanto,
1 IS ipz g -
Bule t) =~ [ Wl 0 @ = T ).
onde ||p|| = /P34 - +p2 e onde v(p, t) = vi(p) := —||p||*U(p, t). Note-se que para cada t vale v; € .#(R"™), pois
i n
iy € .#(R™). Portanto, (45.173) implica F~* @ — c?v;| =0, o que implica @ — c?vy = 0, ou seja,
ot ot
9*u 2 .
Sz @ O+ (clipl) A, 1) = 0 (45.176)

para todos (p, t) € R¥1. A equagio (45.176) é uma equagao diferencial ordindria na varidvel ¢ (equagdo do oscilador
harmonico) de solugao bem conhecida:

i(p, t) = A(p)cos (c|pllt) + B(p) sen(cllpl|t) ,

onde A e B sio fungdes de p que serdo determinadas logo adiante pelas condigdes iniciais. Como Alp) = u(p, 0) e
c|lp||B(p) = %(p, 0), concluimos que as fungoes p — A(p) e p — ||p||B(p) sao elementos de . (R™).

Assim, por (45.175), escrevemos

o) = s [ () cos Clpll) + B sen(elpl)) €7 ' (45.177)
) T = G [ (= el sen(elple) + i B cos (elol)) e o (45.178)
2@ ) = G . pllA(p) sen(cl|p “lpl| B(p cllpllt) ) e P, .

relagoes essas que implicam, para t = 0,

1

(@) = Gy [, AP &' = T Aa)

com Ae S (R") e

1 ip-T Jn —
7‘”2/1}1 clpllB(p) e * d*p = FC)(x) ,

vo(z) = o
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com C(p) := ¢||p||B(p) € .#(R™). Assim, obtemos

Ap) = Tl() e B) = oTTule)
Com isso, (45.177) fica
L Cson(ellgl)) e )
u(z, t) = W/]R“ (?[ug](p) cos (c||p”t) +?[’b0](p)w) e d"p. (45.179)

e Justificando a solugado (45.179)

A expressao (45.179) foi obtida sob a hipétese de a solugao u do problema de Cauchy (45.173)—(45.174) (com ug e
vp € .7(R™)) é um elemento de .(R™) como funcio de z. Essa hiptese ndo foi previamente justificada, mas podemos
justificd-la a posteriori estabelecendo por verificagio direta que a fungao do lado direito de (45.179) é, de fato, uma
solugdo do problema de Cauchy (45.173)—(45.174). Isso é o que faremos nas linhas que seguem.

sen(cllpllt)

c[lpll )

. . - - - - v s —1)"

diferencidveis como funges de p. De fato, as expanses em série de Taylor das fungdes cos e S22 sio 3> %

e > GO ) ospectivamente e, como se vé, sio expansdes em série de poténcias em & e convergentes para todo
m=0 "(@m+1)1 » 'SP g ) P P & p

Comecemos colocando trés observagoes. A primeira é que as fungoes cos (chHt) e sdo ambas infinitamente

, , sen| c||p||t ~ S P
z € R. Dai, concluimos que cos ((’Hpr) €~ ) podem ser expressas em termos de expansoes em séries de poténcias

de p? = p? 4+ - 4+ p2, o que faz de ambas fungdes infinitamente diferencidveis de (py, ..., pn). A segunda observacio é
le p? =p}+ -+ +p? faz de ambas fi finit, te dife d A segunda ob:

t ~ . . P ~ .
% sdo polinomialmente limitadas. No caso da fungdo cos (c|[p|t) isso
A6 ~ S C| t
é um tanto evidente (por qué?), mas no caso da fungao %
AT 540 compostas por combinagdes lineares finitas de monémios em 1/x multiplicados pela fungao senz ou cosz. A

sen (cllpllt)

- el )

uas observacgoes anteriores e do fato que, por hipotese, upl(p) e VUp|(p) sao elementos de . L)
d b teri do fat hipétese, F I it tos de .7 (R™

que as derivadas das fungdes cos (c/[p||t) e

isso segue da observagao que as derivadas da fungao

terceira observagio é que as fungdes Fluo](p) cos (c[p[|t) e Flvo](p) sao elementos de .(R™). Isso decorre das

Conclui-se disso que o termo entre parénteses na integral em (45.179) é um elemento de .(R"), o que faz dela
uma integral bem-definida. Mais que isso, esse fato justifica diferenciar o lado direito sob o simbolo de integral (vide
Proposicao 38.5, pagina 2097) e obter

o <s"[uo1<p> cos clpll) + 5‘”[@0](1))%) ey
= [ 11?9 os elplt) + 510l0) D) ey 15150)
Jin clpll
e, analogamente,
CZA/ Fluo](p) cos (ellpllt) + T s G RN
e A ’ el
= - /W IIp|I? (?[ug](p) cos (c|p||t) + 9’[1&;](1))%) e d"p . (45.181)

A manifesta relagao de igualdade entre o lado direito de (45.180) e o lado direito de (45.181) significa que o lado
direito de (45.179) é, de fato, solugdo da equagao diferencial (45.173). De forma totalmente andloga constata-se que a
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fungao do lado direito de (45.179) realmente satisfaz as condigoes iniciais (45.174) e, portanto, (45.179) é solugao do
problema de Cauchy (45.173)-(45.174) sob a hipétese que ug € vy sao elementos de . (R™).

e Dependéncia com os dados de Cauchy ug e vy

A relagao (45.179) expressa u em termos das condicoes iniciais ug e vg, mas a relagdo é um tanto indireta, pois em
(45.179) ocorrem as transformadas de Fourier dessas fungdes. F de grande interesse tentarmos reescrever (45.179) de
modo a expressarmos u diretamente em termos de ug e vg, tal como, por exemplo, na solugao dita de D’Alembert do
caso n = 1, fornecida em (45.129), pagina 2639. Isso é possivel, mas sua implementacao depende fortemente, um tanto
surpreendentemente, de se a dimensao espacial n é um nimero par ou um nimero {mpar.

* kokk %

E. 45.16 Ezercicio. Reobtenha a solu¢io de D'Alembert (45.129) para a equacdo de ondas em 1+ 1 dimens&es a partir da solucio
(45.179). *

45.4.4.1 A Equagao de Ondas em 3 + 1 Dimensoes. A Solugao de Kirchhoff

Vamos tratar de obter a solugao da equagao de ondas em 3+ 1 dimensoes (i.e., trés dimensdes espaciais e uma temporal)
antes de obter a solucao da equagao de ondas em 2+ 1 dimensoes pois, curiosamente, como veremos, a solugao da tltima
pode ser mais facilmente obtida a partir da solucao da primeira.

Para um melhor acompanhamento do que segue recomendamos ao leitor um estudo prévio da Segao 39.2.3.3, pagina
2207, pois dela usaremos defini¢oes, notagoes e resultados.

No caso n = 3, (45.179) fica

1 - t sen(|[pllct) L
o _ s (0 i B R i g3,
u(z, t) CORE /w (Fluol(p) cos (cllplit)) e®* d’p + oEE /BS <’f[vo](p) ollet e T dp
o[ 1 sen(lplet)) | sen(plet)
= = |3 Fluo)(; P 3 Flvo] (s T B
o [(%)3/2 L. < k) R ) e o)+ i [ (Sl SR ) @
Observemos agora que, por (39.164), podemos para n = 3 escrever SCHHIJ‘HPCHft = M{e,)(ct), com a média M definida em
‘ o (|lpllet .
(39.161). Assim, se y € R® for um vetor com [|y|| = ct, teremos % = / e~ "PYdQ,,. Com isso, u(x, t) pode ser
g 52
reescrita como P
(e, t) = 5 (w‘*l [Fuo] M ey (ct)] (z)) + T [Fuo) Mey) (ct)] () -
Evocando agora o Proposicao 39.14, pagina 2212, concluimos que
u(z, t) = %(t?{[uo](z, ct)) + tKvo|(, ct), (45.182)

onde, conforme definido na mesma Proposicao 39.14, pagina 2212, K[vo](z, ct) representa a média de vy na superficie da
esfera de raio ct centrada em x. A expressao apresentada em (45.182) fornece a solugao u em 3+ 1 dimensoes diretamente
em termos das condigdes iniciais ug e vg, como previamente prometemos. Sua interpretagao serd discutida logo adiante.

Para futura referéncia, resumimos nossos resultados na seguinte proposigao:

Proposicao 45.2 (Solugao da equagdo de ondas em 3 + 1-dimensées) A solugio da equagio de ondas

Pu

ol ccAu = 0
em 3+ 1 dimensées com as condi¢des iniciais u(z, 0) = up(z) e %(z, 0) = vo(x), com ug e vy sendo elementos de
S (R?), € dada parat >0 e x € R® por

u(z, t) = %(tﬂ([uo](w, ct)) + tKvo(z, ct), (45.183)
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com x = (z1, T2, v3) € R3, onde, para g € 7 (R?),
1T
Klgl(z, r) == E/ / g(x+72(0, ) senfdf dop
—xJo

para x € R® er >0, sendo 2(0, ¢) := (sen9 cosp, sendseny, cos 9), Klg](z, r) representa a média de g na superficie
da esfera de raio v centrada em x. [m]

A solugao (45.183) do problema de Cauchy (45.173)—(45.174) (equagao de ondas) em 3 + 1 dimensdes ¢ denominada
solugdo de Kirchhoff*?.

e O principio de Huygens em 3 + 1 dimensoes

Um dos aspectos mais interessantes da solu¢ao obtida na Proposigao 45.2, a qual fornece a solu¢ao da equagao de
ondas em trés dimensoes espaciais em termos dos dados de Cauchy (condigoes iniciais), estd no fato de a mesma exibir
que a solugio no ponto x € R? no instante ¢t > 0 depende apenas das condigdes iniciais ug e vy nos pontos y € R?
situados exatamente a uma distancia ct de z. Essa situac@o ¢ ilustrada geometricamente na Figura 45.10, pagina 2660,
e indica que no caso de ondas se propagando em 3 + 1 dimensoes a propagagao de sinais se dd apenas dentro do cone
de Tuz {y € R3, |ly — z|| = ¢t}. E interessante comparar essa situacio com o caso da propagagio de ondas em 1+ 1
dimensoes, que discutimos anteriormente (pdgina 2641). L& vimos que a condigao inicial uo propaga-se no cone de luz,
o seja, em {y € R, |y — x| = ct}, enquanto que a condigdo inicial vy propaga-se no interior do cone de luz, ou seja, em
{WeR, ly—z| <ect}.

45.4.4.2 A Equagao de Ondas em 2 + 1 Dimenso6es

A solugao geral da equagao de ondas em 241 dimensoes pode ser obtida a partir da solu¢ao em 3+ 1 dimensoes fornecida
em (45.182). A intuicio por trds dessa afirmagio ¢ a seguinte. Se em 3 + 1 dimensées tomarmos condigdes iniciais
uo(@1, @2, x3) € vo(w1, 2, x3) que sejam independentes da coordenada x3, ndo haverd propagagio ao longo dessa
direca@o e tudo se passa como se tratdssemos de um problema em 2 + 1 dimensoes. O problema em implementar esse
argumento reside no fato que uma fungao ug(x1, 2, r3) que independe de 3 nao é uma fungao do espago de Schwartz
Z(R?) e, portanto, (45.182) ndo pode ser aplicada diretamente. O que se faz para remediar isso, porém, é algo bem
simples. Consideramos no caso de 3 + 1 dimensdes condigdes iniciais 4o e 9 da forma ag(z1, @2, = ug(z1, x2)f(x3)
e Oo(x1, 2, w3) = vo(w1, x2)f(x3), onde f é uma fungdo de ./(R) escolhida de forma que f(x3) = 1 para todo w3
no intervalo [—cT, ¢T'], para algum 7" > 0 ¢é escolhido arbitrariamente. Para essas condi¢oes iniciais podemos aplicar
(45.182) e teremos a solugao

i, t) = %(tﬂ([%](m, ct)) + K [0 (x, ct) = %(wc[uﬂ fla, cf,)) T Koo f](, ct) (45.184)

com z = (x1, T2, x3).

Seja agora |t| < T. Afirmamos que para @1 ¢ z2 fixos arbitrdrios a fungdo @(z1, x2, x3, t) ndo varia na regiao |z3| <
¢(T — |t]). A argumentagao ¢ a seguinte. K[ugf] e K[vo f] representam a média das fungdes uo f e vo f, respectivamente,
na superficie da esfera de raio c|t| centrada em & = (x1, @2, x3). Se os pontos da superficie dessa esfera tém coordenadas
(), b, a%) temos |z — x3| < c|t|. Logo, |x5| < |o5 — x3| + |x3| < c[t] + ¢(T — [t|) = ¢T'. Por defini¢ao, na regiao
|z%] < T a fungdo f(z4) é constante e igual a 1. Logo, na regiao em questao valem Klug f] = K[ug] e K[vo f] = K[vo] e
ambas nao dependem de 23 quando |zs| < ¢(T — [t]). Assim, para [t| < T e |z3| < ¢(T — |t|) @ satisfaz

25 28 9%
d%u 2(0u 8u):07

912 92 92
oxy  Ox3

ot?

ou seja, @ ¢ uma solucao da equacdo de ondas em duas dimensées para [t| < T e |z3] < (T — |t|), satisfazendo as
condigoes iniciais dadas nessa regiao por ag(x1, @2, x3) = ug(x1, x2) € Vo(w1, T2, x3) = vo(21, T2).

Concluimos que a fungdo u(z1, x2) dada por

5}
u(xy, x2, 1) = E(tﬂ([uo](ml, 22, 0, ct)) + tK[vo] (21, x2, 0, ct),

42Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887).
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¢ solugao da equagao de ondas em duas dimensdes com as condiges iniciais u(z1, @2, 0) = ug(21, 22) e %(;cl, z2, 0) =
7’u<~761~ 562>~

Vamos agora expressar as médias K[ug](z1, 22, 0, ct) e K[vo](z1, @2, 0, ct) de forma mais adequada. Temos pela
defini¢ao que

1 /7 g7
Kluo)(x1, @2, 0, ct) = E/ / uo(zl + ctsenf cos @, T2 +ctscn9scn<p) senfdfdy .
—=Jo

A integral em 6 no lado direito pode ser re-expressa da seguinte forma. Primeiro quebramos a regiao de integragao nas
regides 0 < 6 < 7/2 e /2 < § < w. Em seguida, fazemos em cada uma a mudanca de varidvel u = senf. Obtemos,

x 1 u
/ ug (wl + ctsenf cos @, T + ctsend scmp) senfdf = 2/ ug (1‘1 + ctucos g, Ty + ctu scngo) 17 1
0 0

(verifique!) e, com isso,
1
Wiy udu dep .

Definindo y = (y1, y2) = (u seny, ucos «,o), podemos reescrever a dltima expressao como

oot
Kluo](x1, @2, 0, ct) = o / / ug(wl + ctucos ¢, w2 + ctu semp)
J-=Jo

Kluo)(x, 0, ct) = L ug( + cty)

L e
=Y,
27 Sl Vi=llyl?
com z = (21, x2). Definindo, para uma fungio g € . (R?),

1 1
Rlgl(z, r) = o /HZHSTg(z-%— Z)JTW 2z,
com z = (z1, x2) € R? e r > 0, temos que
Kluo](z, 0, ct) = Rluo](x, ct),
com z = (1, 2) € R? e t > 0. Note-se que lﬂl[g] (“Lf r) representa uma média da funcio g no disco centrado em z € R?

de raio r, média essa tomada com um peso 5~

Para futura referéncia, resumimos nossos resultados na seguinte proposi¢ao:
Proposigao 45.3 (Solugao da equagdo de ondas em 2 + 1-dimensdes) A solugio da equagio de ondas

P%u
pre —c*Au = 0
du

em 2 + 1 dimensées com as condigées iniciais u(z, 0) = uo(z) e Gf(x, 0) = vo(x), com ug e vy sendo elementos de
Z(R2?), € dada parat >0 ez € R? por

u(z, t) = %(tﬂ%[uo](w, ct)) + tR[vol(z, ct), (45.185)

onde, para g € 7 (R?),
1
ngz,r::—/ glz+z
e ) = 5o [ sl

para z € R? er > 0. [m}

e O principio de Huygens em 2 + 1 dimensoes

A expressao que define R, acima, mostra que u(z, t) depende dos valores de ug e v em todos os pontos do disco
centrado em x e de raio c¢t. A Figura 45.10, pagina 2660, ilustra essa situacao. Esse fato deve ser contrastado com a
solugdo (45.183) do caso 3 + 1-dimensional, onde se vé que a solugao u(z, t) da equagao de ondas depende dos valores
das condigbes iniciais apenas nos pontos da superficie esférica centrada em z e de raio ¢t e nao dos pontos do interior
dessa esfera.
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*x1

Figura 45.10: Tlustragdo do principio de Huygens em 2+ 1 dimensdes. D representa o disco de raio ct centrado em = € R?
situado no plano t = 0. A figura indica o ponto (z, t) e o cone de luz passado com vértice em (z, t). O valor de u em
(z, t) é determinado apenas pelos valores de ug e vgp em D. No caso de 3 + 1 dimensoes, u(z, t) depende apenas dos
valores de ug e vy na borda de D, representada aqui pelo circulo S (em 3+ 1 dimensoes S ¢é, em verdade, a superficie da
esfera de raio ¢t centrada em z).

45.5 O Problema da Corda Vibrante

Se considerarmos o problema de determinar o movimento transversal, no regime de pequenas oscila¢oes, de uma corda
de comprimento L, de densidade linear de massa p(z), com 0 < z < L, submetida a uma tensio longitudinal 7(z),
chegaremos a equagao diferencial

oz

onde u(z, t) representa o deslocamento transversal, no instante de tempo ¢, do ponto = da corda. A expressao acima é
consequéncia, essencialmente, da segunda lei de Newton e sua dedugdo pode ser acompanhada na Segao 45.1.2, pagina
2611. Vide, por exemplo, equagao (45.22).

0%u i
p(w)g? - % (T(@a ) =0, (45.186)

O estudo das solugdes de (45.186) é um cldssico problema de Mecanica dos Meios Deformdveis e da Teoria das
Equagdes Diferenciais, tendo suas origens nos trabalhos pioneiros de Euler® e Daniel Bernoulli** na primeira metade do
século XVIII. O método de separagao de varidveis, o método de expansao em modos normais, e outras ideias que tiveram
sua aplicac@o estendida a outros campos, originaram-se daqueles estudos.

45.5.1 Corda Vibrante Homogénea

O caso mais simples da equagao (45.186) é aquele no qual p(z) = pg e 7(x) = 79 sdo constantes, em cujo caso (45.186)
assume a forma .
Pu 0%

70
=0 = —. 45.187
22 ¢ a2 » ¢ % ( )

43Leonhard Euler (1707-1783).
“4Daniel Bernoulli (1700-1782).
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Uma corda com p(x) = po constante é dita ser uma corda homogénea.

Na situacao em que a corda encontra-se presa em suas extremidades localizadas em = = 0 e z = L, as condigoes de
contorno a serem impostas sao u(0, t) = 0 para todo t e u(L, t) = 0 para todo ¢. Tipicamente considera-se também
condigoes iniciais que fixam a posigio e velocidade transversais da corda em ¢ = 0: u(z, 0) = up(z) e %(JL 0) = vo(x),
sendo ug e vg duas fungdes dadas, dotadas de propriedades convenientes.

Para encontrar as solugoes de (45.187) satisfazendo as condigdes iniciais e de contorno mencionadas acima, procede-se
pelo método de separagao de varidveis, procurando primeiramente solugoes particulares que sejam da forma u(z, t) =
T(t)U(z). Inserindo em (45.187), obtém-se

1 7(t) ~U'(x)

ATl  Ulx)
Essa igualdade sé é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separacio, que denotamos por —\2.
Chegamos com isso a

T@)+ X3T({) = 0, (45.188)
U'(z) + XN2U(z) = 0. (45.189)
As solugdes da primeira equagao, naturalmente, sao
T(t) = apt+bg, caso A =0, (45.190)
T(t) = aicos(Act)+ bysen(Act) , caso A #0 . (45.191)

Para A = 0 a equacio (45.189) reduz-se a U”(z) = 0, cuja solugao é U(z) = c1z + c2. Como desejamos que U(0) =
U(L) = 0, de modo que u(z, t) = T(t)U(x) satisfaga as condigdes de contorno, obtém-se ¢; = ¢o = 0, ou seja, obtém-se
a solugao trivial U(z) = 0, o que corresponde a uma corda eternamente parada. O caso interessante, portanto, estd em

A 0.

No caso A # 0, as solugoes de (45.189) sdo, como é bem conhecido,
U(z) = Prcos(Ax) + Brsen(Ax) .

A imposicao que U(0) = 0 implica 8; = 0, levando a U(z) = B2 sen(Az). A imposi¢ao que U(L) = 0 implica AL = nm,
com n € Z (tomar B, = 0 conduz novamente & solugdo trivial U(z) = 0) e, assim, U(z) = Uy (z) = By sen (22£), n € Z.
Em verdade, podemos nos restringir a n’s positivos nao-nulos, i.e., n = 1, 2, 3, ..., pois para n = 0 tem-se Up(z) = 0
(solugao trivial) e U—_,(z) = Up(x), mostrando que as solugoes com Uy, (z) e U_,(z) nao sdo independentes.

nm nrx

Resumindo, para cada n = 1,2,,3, ... temos A, = “F e Uy(z) = B2 scn( T ) Para tais valores de A a solugao
(45.191) fica aj cos (“F<) + by sen (25<), e as solugdes particulares para u(z, t) = T(t)U(x) ficam

Uy (z, t) = [a" cos (wnt) + by, sen (wnt)} sen (ﬁ> S

L
n=1,2,3, ..., onde
nme me
wp = I T e, com wi = (45.192)

(acima, absorvemos a constante B2 dentro das constantes a,, e by, as quais ainda estao indeterminadas e podem depender
de n).

Chegamos até aqui com o método de separacao de varidveis. Evocando o principio de sobreposi¢ao, obtemos uma
solucdo mais geral de (45.187) somando as solugdes acimaz:

u(z, t) = i::l [an cos (wpt) + by sen (wnt)] sen (%) R (45.193)
%(z t) = i [7 apwy sen (wyt) + bywy, cos (wnt)} sen (%) . (45.194)

Il
A
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A imposigao das condigdes iniciais u(w, 0) = ug(z) e Z4(z, 0) = vy(x), que fixam posigao e velocidade da corda em
t =0, conduz a

up(z) = gun sen (%) s (45.195)
vo(z) = gbnwn sen (%) . (45.196)

Em (45.195) e (45.196) as fungdes ug e vy sdo expressas em termos de séries de Fourier de senos e a justificativa
para a validade dessa expansao, sobre hipdteses adequadas para as fungoes ug e vg, ¢ apresentada na Proposigao 38.12,
pagina 2135. A teoria geral das séries de Fourier encontra-se desenvolvida na Segao 38.4, pdgina 2119. Para invertermos
essas relagoes, expressando as constantes a,, em termos de uo e as constantes b, em termos de vy, fazemos uso das
bem-conhecidas relages de ortogonalidade da fungao seno:

T

x
/ sen(my) sen(ny) dy = 5 Om,n » m,n=1,2,3,.... (45.197)
0

mmz

L

Assim, multiplicando (45.195) por sen ( ) e integrando de 0 a L, obtemos

[ (i = S () (15

n=1

=/l L & " L
v=ra/ ;Zan‘é sen(my) sen(ny)dy = —am ,

n=1 2
ou seja,
2 (L nrx’ N
an = A sen | —— uo(z') da’ (45.198)
para todo n = 1, 2, 3, .... De forma totalmente andloga, obtém-se de (45.196)
2 [t ! 2 b !
by = m/o sen(n}r/r)ty(,(;c’)dw’ = %./o sen (%) vo (') da’ (45.199)

paratodon=1,2,3, ....

e A teoria do som e sua percepgao, de Pitdgoras a Helmholtz

H4 um comentdrio relevante a se fazer sobre as frequéncias dos modos de oscilagao apresentados em (45.192), pagina
2661. Como se vé naquela equagao, as frequéncias dos modos de vibragao sdo todas um miltiplo inteiro de uma
mesma frequéncia, dita fundamental, w;. Isso faz do movimento da corda vibrante homogénea um movimento periédico,
quaisquer que sejam as condigoes iniciais. E um fato empirico da Fisiologia da audi¢ao que sons harmonicos, ou seja,
cujas vdrias frequéncias sejam um multiplo racional umas das outras, sejam considerados agraddveis (uma observagao
que remonta a escola de Pitdgoras®®), enquanto que sons desprovidos dessa caracteristica harménica soem “duros”
ou desagraddveis. Como veremos, isso é o que ocorre na membrana retangular homogénea e na membrana circular
homogénea. Compare-se, por exemplo, os sons produzidos por um instrumento de corda (como um violino, um violao,
um violoncelo, um piano, um cravo etc.) com o som produzido por um instrumento de percussio (como um tambor ou
um timpano).

Um dos pioneiros no estudo da Actstica e da Fisiologia da Msica e sua base fisica foi Helmholtz*%, que organizou
seus achados no livro [236], um dos grandes cldssicos da Ciéncia, que foi, e ainda é, uma grande influéncia nessa drea de
pesquisa.

4>Pitagoras de Samos (ci. 569 A.C. — ci. 475 A.C.).
46Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
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e A fungado de Green para as condigbes iniciais

Usando (45.198)-(45.199) podemos reescrever (45.193) como

< L oL
u(z, t) = %/0 G(z, t, 2" up(z) d;c'+/0 G(x, t, 2" vo(2) da’, (45.200)

= 2 z ! t
Gz, t, a') = msen(%) scn(TI}rjE > scn<nzc ) . (45.201)
n=1 B

Comparar com (45.130)—(45.131). Essa expressao é denominada fun¢ao de Green do problema de valor inicial em questao.
As duas tltimas expressoes sao formais e devem ser entendidas no sentido de distribuicoes*”. Vide Capitulo 39, pagina
2162. A importancia de (45.200) estd em expressar a solugao diretamente em termos das condigdes iniciais ug € vg. A
fungao G contém em si a informagao de como os valores das condigdes iniciais no ponto #’ influenciam a solugao no ponto
x no instante ¢.

onde, formalmente,

45.5.2 O Problema da Corda Homogénea Pendurada
Nosso propésito aqui é o de aplicar a equacao (45.186) para determinar o movimento de uma corda, ou barbante,
homogénea (ou seja, de densidade constante) e de comprimento L que esteja pendurada por uma das suas extremidades
em um campo gravitacional constante (por exemplo, o da superficie da Terra), a outra extremidade sendo mantida livre.
Cada ponto da corda estard sujeito a uma tensao igual ao peso do trecho de corda abaixo de si. Segundo [590] (segao 1.2
daquela referéncia), esse problema foi inicialmente estudado por D. Bernoulli*® em 1738.

Para fixar ideias, vamos denotar por z a coordenada vertical e supor que a corda, quando parada, localize-se no
intervalo 0 < z < L, estando presa no ponto z = L, apenas. A fungio u(z, t) representard o deslocamento horizontal
da corda, digamos, no plano xz%?, do ponto z no instante de tempo t. O ponto da corda situada & altura z sustenta o
peso do trecho de corda situado abaixo de si, ou seja, entre 0 e z. Como a corda é homogénea, esse peso é pgz, onde g
é a aceleracao da gravidade. Assim, para a tensao 7(z) tem-se 7(z) = pgz e o problema que queremos resolver ¢ o de

determinar a solucgio da equacao diferencial p‘;%“ — 2 (pgz$%) = 0, ou seja,
0%u 9 ( Ou
5 — =0, 45.202
o o, (Z 8z> ( )

para 0 < z < L, submetida & condi¢ao de contorno u(L, t) = 0 para todo ¢ e a certas condigoes iniciais u(z, 0) = ug(z)
e ‘%’,‘(z, 0) = vo(2) que fixam posicio e velocidade transversal de cada ponto da corda em t = 0.

Uma dedugao geral da equagao (45.202) é apresentada na Segao 45.1.2, pagina 2611 (vide particularmente a equagao
(45.34)).

Observemos que no presente problema, apesar de o extremo inferior da corda (o ponto z = 0) estar livre, nao devemos
impor a condicao de contorno %(0, t) = 0 para todo ¢. Esse ponto foi discutido & pagina 2616 e decorre do fato de que
a tensao longitudinal sobre a corda também anula-se em z = 0, o que torna a condi¢ao %(U, t) = 0 invdlida. Como
ficara claro ao encontrarmos a solugao geral do problema, hd sim uma condigao a ser satisfeita em z = 0, a saber, a que

u(0, t) seja finita.

Comecemos seguindo o método de separacao de varidveis e procuremos solugoes particulares na forma de um produto
u(z, t) = T(t)U(z). Inserindo isso em (45.202), obtemos facilmente

17 _ @UR)
9T~ UG)

Essa igualdade sé é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separacgio, que denotamos por —\2.

4TNote-se, por exemplo, que a série de fungdes no lado direito de (45.201) nao é uniformemente convergente, ao contrario do que ocorre, por
exemplo, com a fungao de Green de (45.68). A convergéncia da série em (45.201) se dé no sentido de distribuigées.

48Daniel Bernoulli (1700-1782).

49Movimentos no plano yz podem ser tratados também mas, por simplicidade, consideramos apenas esse caso mais simples.
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Chegamos com isso a

T(t)+g\*T(t) = 0, (45.203)
2U"(2)+U'(2) + N2U(z) = 0. (45.204)
As solugoes da primeira equagio, naturalmente, sao
T(t) = aot+bo, caso A =10,
T(t) = aicos(A/gt) + bisen(A/gt) , caso A # 0.

Para A = 0 a equagao (45.204) reduz-se a zU"(z) + U’'(z) = 0, cuja solucio ¢ U(z) = ¢1 In(z) 4+ c2. Como desejamos
que U(0) seja finita (o deslocamento da corda nio pode divergir em nenhum ponto), devemos impor ¢; = 0 e, portanto,
U(z) = ¢a. Porém, como u(L, t) = 0 para todo ¢, devemos impor U(L) = 0. Assim, ¢2 = 0 também ¢ obtemos apenas
a solugao trivial U(z) = 0, o que corresponde a uma corda eternamente parada. O caso interessante, portanto, estd em

N#£0.

A equagao (45.204) para A # 0 pode ser transformada em uma equagao conhecida por meio da mudanga de varidveis
¢ = VaNz,  Ulz) = y(¢) =y (VaN2),
com a qual obtemos
Cy"(Q) +¢y'(Q) +¢Py(¢) = 0.

E. 45.17 Egercicio. Mostre isso! *

Essa equag@o, como se constata, é a equagao de Bessel de ordem zero: v = 0. Assim, suas solugdes sao

y(¢) = B1Jo(C) + B2No(C) ,
Jo sendo a fungao de Bessel de ordem 0 e Ny sendo a fungao de Neumann de ordem 0. Isso significa, entao, que
U(z) = B1Jo(2Az) + B2No(2AV/Z) .
A solugao acima tem por particularidade que se 82 # 0 o termo No(2Ay/z) diverge em z = 0. Esse comportamento nao

é aceitdvel, obviamente, de modo que devemos impor®® 8, = 0.

Chegamos dessa forma a solugdo U(z) = Jo(2A/z) (adotando aqui 31 = 1), para a qual devemos impor a condigio de
contorno u(L, t) = 0, ou seja, U(L) = 0. Isso implica que 2Av/L deve ser um dos zeros af, k € IN, da funcdo de Bessel
Jo em Ry. Assim, concluimos que

o
A= —h
2V/L

Un(z) = Jo (aQA/%) Ck=1,234,...,

representam solugoes de (45.204) que satisfazem as condigdes de contorno requeridas. Tem-se, entao, que

e dessa forma, para 0 < z < L,

up(z, t) = [ak cos (wyt) + by sen (wkt)] Jo (aﬁ@) , k=1,2,3,4, ...,

0
_ % /9
“EE T

50Podemos interpretar a condigio de finitude da solugio em z = 0 como uma outra condi¢io de contorno a ser imposta, juntamente a
condigao u(L, t) = 0, para o outro extremo da corda.
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sa0 solugdes particulares da equagdo de ondas (45.202) que satisfazem as condigoes de contorno requeridas. Acima, ay,
e by sdo constantes a serem determinadas. Cada fungdo cos (wyt + o) Jo (ag\/%), k =1, 2, 3, 4, ..., representa um
modo de vibragao da corda pendurada.

A solugao geral da equagio de ondas (45.202) que satisfaz as condigoes de contorno requeridas ¢ dada por

u(z, t) = 3 [a,k cos (wit) + by sen (wkt)] Jo (a?@) , (45.205)

k=1
ou = o [z
E(z, ) = Z [7¢zkwk sen (wit) + bpwy cos (wkt)] Jo [ o )
k=1

Assim, a imposicao das condigdes iniciais u(z, 0) = ug(z) e %‘(z, 0) = vo(2), que fixam posigao e velocidade da corda

em ¢t =0, conduz a
= z
up(z) = ;ak Jo (a%,/z) , (45.206)

oo
w(z) = Y brweo (&,g\/%)A (45.207)
k=1

Para determinarmos as constantes a; em termos de ug e as constantes by em termos de vy faremos uso das relagoes
de ortogonalidade (16.217), pagina 959, para as fungoes de Bessel Jy:

(Ni(ad)*

45.208
. (45.208)

1
/ Jo(agz) Jo(a?z) zdr = 0,
0

Multiplicando ambos os lados de (45.206)-(45.207) por Jo (af /%) e integrando-se em z entre 0 e L, obtém-se

I I o

k=1
L oo L
1 /g z z
Jo [ af i) vo(z) dz —\ /= b.a“_/ Ji (00 7>J (a“. 7> dz .
/0 °<”/L of 2\/Lk§kk0 olaly/ 7 ) o aky/ 7
L z=1/% 1 .
[, (a?\/%)"“ (ai\/%) R [ o(aa) dofapa) wde 2V L (na)” o
Jo Jo

Assim, concluimos que
1 L
T /0 A @?,/%) wol() dz (45.200)
1y

Agora,

ajy

para todos [ € IN.

A solugao obtida acima satisfaz as condi¢des de contorno e as condigdes iniciais propostas. A Proposi¢ao 18.9, pagina
1058, garante que a solugao assim obtida é a inica solucao do problema, o que a posteriori, justifica todo o nosso proceder.
Note o leitor que as condigoes de contorno do problema tratado acima correspondem as condigoes de contorno do tipo IV
da Proposigao 18.9, pois a corda estd fixa em z = L e a tensao anula-se em z = 0. Com isso, o problema de determinar o
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movimento da corda pendurada a partir de condigoes iniciais como acima estd completamente resolvido. Esse problema
foi um dos primeiros nos quais surgiram fungoes de Bessel como solucdo. Ele foi tratado pela primeira vez em 1732 por
D. Bernoulli®'.

e A fungado de Green para as condigbes iniciais

Usando (45.209)-(45.210) podemos reescrever (45.205) como

L L
u(z, t) = %/0 G(z, t, 2 )ug(2") dz'+/0 Gz, t, 2 )vo(2') dz", (45.211)

o |2 o |7

w 2Jo | ay I Jo | o A o [7
Gz, t, 2') = Z = sen (—* 7t) s

k=1 05%\/ gL (Jl(ag)) 2VL
é a fungao de Green do problema de valor inicial em questdao. Comparar com (45.130)—(45.131). As duas ultimas
expressoes sao formais e devem ser entendidas no sentido de distribuigoes. Vide Capitulo 39, pdgina 2162. A importancia
de (45.211) estd em expressar a solugao diretamente em termos das condigdes iniciais ug e vg. A fungio G contém em
si a informagao de como os valores das condigoes iniciais no ponto z’ influenciam a solugao no ponto z no instante de
tempo t.

onde

45.5.3 Corda Vibrante Nao-Homogénea

Vamos agora aplicar a equagao (45.186) para determinar o movimento de uma corda nao-homogénea (ou seja, cuja
densidade depende da posigio) e de comprimento L que esteja fixa em suas extremidades, supondo também que a tensio
7 seja constante (7(z) = 7). Sob essas hipéteses (45.186) assume a forma
0%u 0%u

L) —Tomz— = 0. 45.212
@) 5E ~ Mg ( )
Para encontrar as solugoes de (45.212) satisfazendo as condigoes iniciais e de contorno, procederemos novamente pelo
método de separagiao de varidveis, procurando primeiramente solu¢oes particulares que sejam da forma u(z, t) =
T(t)U(x). Inserindo em (45.187), obtém-se

1E0) 1 U

() ple) Ulz)
Essa igualdade s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante de separacio, que denotamos por —\2.
Chegamos com isso a

T@t) + NrT(t) = 0, (45.213)
U"(z) + Np(x)U(z) = 0. (45.214)
As solugoes da primeira equagao, naturalmente, sao
T(t) = aot+bo, caso A =0, (45.215)
T(t) = aicos(A\/Tot)+bisen(A\\/Tot) , caso A # 0. (45.216)

Para A = 0 a equacdo (45.214) reduz-se a U”(z) = 0, cuja solucdo é U(z) = c1x + c2. Como desejamos que U(0) =
U(L) = 0, de modo que u(z, t) = T(t)U(z) satisfaga as condigdes de contorno, obtém-se ¢; = ¢z = 0, ou seja, obtém-se a

51Daniel Bernoulli (1700-1782). Em verdade, de acordo com os comentdrios histéricos de [244], D. Bernoulli ndo incluiu a dependéncia
temporal na sua solucao nem aplicou o principio de sobreposi¢ao para somar os varios modos de vibracao. Como comentamos & pagina 719,
ainda que conhecido anteriormente, o principio de sobreposicao para a resolugao de equagoes diferenciais lineares homogéneas s6 se tornou de
uso corrente sob a influéncia de Helmholtz, no século XIX.
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solugdo trivial U(z) = 0, o que corresponde a uma corda eternamente parada. Novamente, o caso interessante, portanto,
estda em A # 0.

A resolugao de (45.214) depende, obviamente, da fungao p(z). No que segue suporemos que essa fungao ¢ da forma
p(z) = po + nz, onde pg e 1 sdo constantes. Essa é uma primeira corregao (linear) ao caso de p constante, que tratamos
acima.

A equagao (45.214) torna-se, portanto,
U"(z) + XN (po +nz)U(x) = 0. (45.217)
Com a mudancga de varidveis £ = pg + nz, U(z) = V(€) = V(po + nzx), essa equacao assume a forma
VI(€) +p*EV(e) = 0,

onde 1 = A/n. Trata-se de uma equagdo de Airy, cujas solugoes podem ser escritas em termos de fungdes de Bessel J. /3

(vide pagina 879):
V() = A\/EJI/BI (%\/ szg) +B\/EJ—1/3 (%\/Mfg) ,

A e B sendo constantes. Assim,
U@) = V(po +nz) [AJL/:; @\/uz(pn +nm)3> +BJ_y3 (g #2(po +nw)3>] . (45.218)
O caso mais simples é aquele no qual pp = 0 com 1 > 0. Ficamos com
V) = AVEya (3AVi) + BVasi (33 -

A e B sendo constantes. Pela expressao (15.125), pagina 878, que define as fungdes de Bessel, a fungao \/a_ch/g (%xs/z)
anula-se em z = 0, enquanto que a fun¢ao /z.J_; /3 (%w:‘/ 2) assume em = = ( um valor ndo-nulo. Assim, a imposi¢ao da
condigao de contorno U(z) = 0 implica B = 0 e, portanto,

Uz) = AValdys (%A\/ﬁ) .

i irpposiqéo da condigao de contorno U(L) = 0 implica %)\\/T/Li‘ = a,(cl/g), onde azl/g) é 0 k-ésimo zero de Jy 3 em Ry.
ssim,

(1/3)
3ay,

24/nL3

A= N o=

e
_ x 2 > T (1/3) \3
Ul) = Uke) = A/ 7 Jips (5/\Ic\/ 771'*) = A/ D (ak (f) ;
ambas validas para todo k =1, 2, 3, ..., Aj sendo constantes.
Obtemos para u(z, t) a solu¢do geral expressa em termos de uma série de modos normais:
> x (1/3) x\3
u(z, t) = ; (ak. cos(Ar\/To t) + by SBH(/\/C\/TT)U) 1/ I Jiss <ak /3 (z) >
O P 3
= ; (ak cos (wy t) + by, sen (wg, t)),/% Ji3 (a,(cl/g) (é) ) s
sendo

. 3 (1/3) 70
wg = 20% R
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Naturalmente, segue disso que

) = g(7wkaksen(wkt)+w;«bkcos(wkt))\/7‘]1/3( (/3 (L)3> . (45.219)

Dessa forma, impondo condigdes iniciais u(x, 0) = uo(x), m( 0) = vo(x), tem-se

m[mtmww
7 o0 (o (3)')-

Multiplicando a primeira das expressoes acima por (%)3/2 Ji3 (051/3) (%)3) e integrando de 0 a L, obtemos

[ oo (5 (s ()
- iak/;(%)zth/;{ (a’(cl/:” (%)‘) JW( (/3) (L)‘> .

|
M 8

uo(x)

-
Il

1

vo(z)

k=1
et 1

v=z/L ZakL / Vs (aﬁf/” \/773) T (afus)\/y*s) dy
k=1 0

u=y?? .
A Z / ]1/3 (/) ) Ji3 (a;l/*g)u) du
(o

7 (o (o)) = 5 (s o)
L /N 3/2 ‘ .
" b e @) e 1 (5)

. L ’ 3/2
b [ (2) (w2
ot (o))

paratodol=1,2,3, ...

Disso, obtemos

e, analogamente,

e A funcao de Green para as condigoes iniciais

Reunindo os resultados acima, podemos escrever

oL L
u(z, t) = % /0 Gz, t, o) up(a') o’ da’ + /0 Gz, t, ') vo(a') o’ da’ , (45.220)

\/7 T3 ( /(2 )3> \/Z T [V (ﬂ)s
L L k L
wrL? (J2/3 ((y,s /i)))

Gz, t, 2') =3

M2

on (3,073
ben(2 X ant s

=~
Il
A
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sendo a fungdo de Green do problema de valor inicial em questao. Comparar com (45.130)-(45.131). As duas ultimas
expressoes sao formais e devem ser entendidas no sentido de distribui¢oes. Vide Capitulo 39, pdgina 2162. A importancia
de (45.220) estd em expressar a solugao diretamente em termos das condiges iniciais ug e vg. A fun¢do G contem em
si a informagao de como os valores das condigoes iniciais no ponto z’ influenciam a solugao no ponto x no instante de
tempo t.

Nota. H4 duas razdes para usarmos a medida de integragdo z’dz’ em (45.220) e ndo apenas a medida dz’. Primeiro, obtém-se dessa forma
uma fungdes G simétrica pela troca x <+ =/ (como se vé explicitamente na expressdo para G, acima). Segundo, como temos pg = 0, (45.214)
¢é da forma U”(z) + nA\?zU(x) = 0 e estamos, portanto, lidando com um problema de Sturm-Liouville com r(z) = = (para a teoria de
Sturm-Liouville, vide Capitulo 19, pégina 1067). Ora, em problemas de Sturm-Liouville a medida natural de integrago ¢ r(z')dz’, para a
qual valem as relacoes de ortogonalidade das autofuncoes, dai ser natural a escolha que fizemos.

E. 45.18 Ezercicio. Retornando a (45.218) considere agora o caso po # 0, n # 0, e, segundo os passos acima, obtenha a solu¢cio
do problema em termos de condi¢@es iniciais e as fun¢des de Green. Para determinar as relagdes de ortogonalidade siga as ideias da
demonstragdo do Teorema 16.8, pagina 962. Isso podera ser trabalhoso. *

45.6 O Problema da Membrana Retangular Homogénea

Vamos aqui abordar o problema de determinar o movimento vibratoério, a partir de condigdes iniciais, de uma membrana,
ou tambor, retangular, plana, de lados L e La, homogénea, cujas bordas sao fixas. Esse problema é, como veremos, uma
simples generaliza¢ao do problema da corda vibrante tratado na Secao 45.5.1, pagina 2660. Matematicamente, o problema
consiste em determinar as solugdes da equacao de ondas dentro do retangulo mencionado no plano bidimensional, ou
seja, da equagao
0u
o2
com ¢ > 0, b(,lld() (x, y) restrito ao retangulo {(z, y), 0 <z < Ly, 0 <y < Ly}. As condigdes iniciais sdo u(z, y, 0) =
uo(z, y) e (): L(x, y, 0) = vo(z, y) para certas fungoes ug(z, y) e vo(z, y) convenientes e fixam a posigao e velocidade,
respectivamente, de cada ponto da membrana no instante ¢ = 0. Como a membrana deve estar fixa nas bordas,
devemos também impor as condigdes de contorno de Dirichlet: w(z, 0) = w(z, L) = 0 para todo 0 < @ < L e
u(0, y) = u(Ll, y) = 0 para todo 0 < y < La. Escrevendo o operador o Laplaciano em coordenadas Cartesianas como
A= 312 + 61/2 a equagao de ondas (45.221) fica

(z, y, t) — Au(z, y, t) = 0, (45.221)

1 0%u 0%u 0%u
cﬁﬁ(zv y, ) — @(Iv Y, t) — 7 Z(I y, t) = 0. (45.222)

Aplicando o método de separagao de varidveis, procuramos solugoes dessa equagao na forma u(z, y, t) = X (2)Y (y)T'(t).
Inserindo isso na equagao (45.222) e dividindo pelo produto X (z)Y (y)T'(t), obtemos

1T X"(@) _Y'(y)

AT X Yy

Cada termo do lado esquerdo depende de uma varidvel distinta. Para que essa equagao seja valida é preciso que cada

termo seja igual a uma constante e que a soma dessas constantes se anule. Temos, entao, as equagoes );((;')) = —a?,
yy(i(yy)) =—pe %Ef; = —(a? + %), ou seja

X"(@)+a’X(x) = 0 (45.223)

Y'(y) +8°Y(y) = 0 (45.224)

() +A* +BHT(H) = 0 (45.225)
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A tnica solugao de (45.223) que anula-se em z = 0 e = L; ocorre para & = nw/Ly com n inteiro positivo nao-nulo e
¢ dada por X (z) = sen(nmz/Ly). Analogamente, a unica solu¢ao de (45.224) que anula-se em y = 0 e y = Lo ocorre
para 3 = mm /Ly, com m inteiro positivo nao-nulo e ¢ dada por Y (y) = sen(mmy/Lz). As solugdes para (45.225) sdo,
portanto

T(t) = Amn cos(Wmnt) + By sen(wpnt) ,

2 2
nm mm )
o = ¢ (Ll) " (Lz) ‘ (45.226)

param, n = 1,2, 3, .... A solucao assim obtida para (45.222) é

com

nrw mm
Umn(T, y, ) = sen (L_> sen( i3 y) {Amn cos(wWmnt) + Bmn sen(w,,mt)}
1 2

para todos m, n como acima. Assim, a solugao geral obtida aplicando o principio de sobreposigao é

= nrx mm
u(z, y, t) = Z Z sen (L_l) sen( Ll;j) [Amn cos(wWmnt) + Bmn Sen(wmnt)] .

m=1n=1
Impondo as condigoes iniciais u(z, y, 0) = uo(z, y) e (z y, 0) = vo(z, y), tem-se
Sl nwx mm
uo(z, y) = Z ZA'"“ sen (Tl) sen (L—Zy) s (45.227)
m=1n=1
Sl nmz mmy
vo(z, y) = ;;wmann sen (L—1> qen( sz) . (45.228)

Aplicamos agora as as bem-conhecidas relagoes de ortogonalidade da fungéo seno (45.197), pagina 2662, multiplicando

~ ! ra ! . sz . s
a expressao (45.227) por sen (”L’jx) sen (mL:y) em integrando na varidvel  no intervalo [0, L] e na varidvel y no

intervalo [0, L] para obter

/[” /L1 uo(z, y)sen (n WT) scn( 'y ) dxdy
o o Ly L,
o Ly ’ Lo ’
nw n'mx mmny m'my
= A sen| — | sen | — | dz sen | —— | sen d
22 m"(% (Ll) (Ll) )(/0 <L2> <L2>y)

s Liz/m

e T 2y T T
Lav/ Z Z % (/0 sen (nx) sen (n'x) dz) (/ sen (my) sen (m'y) dy)

m=1n=1 0

45.197 LL LiL
1) Iila §NSS s b = L2 A

m=1n=1

Procedendo analogamente para vy, obtemos

4 Lzl nwT mmy
Ann = — sen ( —— | sen | —— | dad
mn i, /o /0 uo(z, y) ben( i ) sen( T ) zdy ,
4 L2 /L’ (nﬂ'z) (mm/)
Bpn = —— vo(z, y)sen | — | sen | —= | dxdy .
Ly Lowmn, /0 0 o(@, v) Ly Lo 4
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Essas expressoes determinam completamente os coeficientes A, € By, em temos das condigoes iniciais. A solugao
assim obtida satisfaz, ent@o, as condigdes de contorno e iniciais. A Proposigao 18.9, pagina 1058, garante que a solugao
assim obtida ¢ a unica solu¢ao do problema proposto (as condigoes de contorno que tratamos sao do tipo de Dirichlet)
o que, a posteriori, justifica todo o nosso proceder.

i

As frequéncias dos modos de vibracio dados em (45.226) nao tém cardter harménico, ou seja, nao sio multiplos
inteiros de uma frequéncia fundamental, como é no caso da corda vibrante homogénea (v1de (45.192), pégina 2661).
Assim, como comentamos & pagina 2662, os sons produzidos por uma membrana quadrada nao soam de forma agradavel
a0s nossos ouvidos.

45.7 O Problema da Membrana Circular Homogénea

Com o que obtivemos na Secao 45.2, pagina 2617, sobre a equagao de Helmholtz em duas dimensdes em coordenadas
polares podemos abordar o problema de determinar o movimento vibratério, a partir de condigoes iniciais, de uma
membrana, ou tambor, circular, plana, de raio R, homogénea, cujas bordas sao fixas. Matematicamente, isso consiste
em determinar as solugoes da equagao de ondas dentro de um disco de raio R > 0 no plano bidimensional, ou seja, da
equagao
u, 2 N

W(:c, t)—c*Au(@, t) = 0, (45.229)
com ¢ > 0, sendo F restrito & regiao |Z|| < R, com condigbes de contorno u(#, t) = 0 para todo ¢ e para todo &
satisfazendo ||Z|| = R e com certas condigdes iniciais u(Z, 0) = uo(Z) e ?ﬂ (Z, 0) = vo(&) para certas fungdes uo(Z) e
vo(Z) convenientes.

Pelo que apresentamos na Secao 45.2.1, pagina 2619, solugoes particulares da equagao de Helmholtz correspondente
em coordenadas polares sao (por simplicidade escolhemos a solugio na forma complexa) da forma

(amm(Ap) + buNm(¥p) ) e

onde a,, e by, sio constantes®. Como esperamos que a solugao nao apresente divergéncias em p = 0, devemos ter b, = 0.
A condicao de contorno que impoe que a solucao deve anular-se em p = R conduz a J,,(AR) = 0, ou seja, A = o' /R,
onde aj' é o k-ésimo zero da fungao de Bessel J, (x) para @ > 0. Isso fixa os valores da constante de separacao A. Para
cada k a solugdo da equagao temporal (45.37) fica

T(t) = ajcos <%f> + g sen (%t) .

Assim, uma solugao particular da equagao de ondas satisfazendo as condigoes de contorno é

aptcet apict a, im
o (222) e (222) (252 o

Ak, m € b, sendo constantes. Cada uma dessas fungoes, para k € IN e m € Z, representa um modo de vibragao da
membrana circular de raio R.

Pelo principio de sobreposi¢ao (ou seja, pela linearidade e homogeneidade da equagao (45.229) e das condigoes de
contorno consideradas), a solucdo geral u da equacdo de ondas satisfazendo as condigdes de contorno e sua derivada
temporal % sdo dadas por

u(p, ¢, t)

2 = ajtct ajtct al'p
k k k jime
E :E {ak,m cos ( 7 ) + by, m sen ( 7 )] Jm ( i ) (45.230)

k=1m=—o00

ou ) o Calg ag, mak c ap'ct br, maj'c ap'ct a'p ime
E(p, @, t) ; :Z sen i3 + TCOS i3 Im R e .

52Caso A = 0, a tinica solugdo da equagio de Laplace que é nao-singular em p = 0 e anula-se em p = R é a solucio identicamente nula. Vide
solugdo da equagdo de Laplace em duas dimensoes dada acima.
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As constantes ay, ., € by, ., devem ser determinadas pelas condigdes iniciais. E aqui que entram as relagdes de
ortogonalidade das fungoes de Bessel e das fungoes ¥,

As condigdes iniciais impdem (tomando ¢ = 0 nas duas equagdes acima) que

oo ) a"flp o,
Wi ) = 3 Y g (L) e
K=1m/=—o0
bt ey € all p -
wew) = 3 Y %%(%
K'=1m/=—o0

Multiplicando ambos os lados de ambas as expressoes por e~ “™¢ e tomando-se a integral em ¢ no intervalo —7 < ¢ < 7,
7
obtemos com o uso de f,,r gilm—m W’d(p = 270m. m»

s _ el a"’.
[ v = S o (422).

- k=1
- S
™ B b alp
volp, p)e™""Pdp = 27 RUSKCnl Ay SR (o T I
[ ) o(p, ¢) 0 kZ:l = m |~
i - al'p\ po. -
Multiplicando ambos os lados de ambas as expressoes por J,, r )& e integrando-se as expressoes resultantes para

p entre 0 e R, obtemos

m

R pm m el R m
a afl al
/0 /,.,, uo(p, @)e” "™ I, (kTIJ) %dpd@ = o 2 g, m /0 Jm ( ;2[)) I (kTp) %dp,

k=1
o N VAV o~ bemaie (7 (al'p) (o) o,
y 7"110(%71 e Jm 7 E pap = Zﬂkfz:%T y Jm T JIm R 7? P -

Temos, porém, com a 6bvia mudanga de varidveis = = %,

R m m 1 .. my\2
/ I (%) I (a}”%p) Zdp = R / T (0'@) Ty (o) wde 2T 5y RM
0 0

e, portanto,

1 R T . (IL"/)
Aym = ——————————5— uo(p, @)e” " I, (—) pdpdy | 45.231
7 ma o)) B2 L[ oo R (45.231)

1 R ) alp
by, B — / / vo(p, ©)e™ "¢, (7) pdpdep . (45.232)
o wa}g‘c(Jmﬂ(OZ‘))z R Jo J-x ’ "\ R
Essas expressoes determinam completamente os coeficientes ay, ., € by, ., para todos k e m em temos das condigoes
iniciais. A solugao assim obtida satisfaz, entao, as condi¢oes de contorno e iniciais. A Proposicao 18.9, pagina 1058,
garante que a solu¢ao assim obtida ¢ a tinica solugao do problema proposto (as condigdes de contorno que tratamos sao
do tipo de Dirichlet) o que, a posteriori, justifica todo o nosso proceder.
bbb b bbb Eb DAL ELED D D
Vemos em (45.230) que as frequéncias de oscilagao dos modos de vibragio da membrana circular homogénea sao
dadas por wy, x = % e, como no caso da membrana retangular homogénea (vide (45.226)), ndo tém carater harmonico,
ou seja, nao sao multiplos inteiros de uma frequéncia fundamental (pois os zeros das fungdes de Bessel nao possuem essa
propriedade), como é no caso da corda vibrante homogénea (vide (45.192), pdgina 2661). Assim, como comentamos &
pagina 2662, os sons produzidos por uma membrana circular, como um tambor ou um timpano, também nao soam de
forma agradavel aos nossos ouvidos.
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e A fungado de Green para as condigbes iniciais

Assim como no problema da corda pendurada, podemos expressar a solu¢ao diretamente em termos das condigoes
iniciais com o uso de uma fun¢do de Green. Usando (45.231)-(45.232), podemos reescrever (45.230) como

8 rR R pm
ulp, o, 1) = 5 /0 G(p, ¢, t, 0y ) uolp!, @) p'dp'dy’ +/0 / Glp, s t, p's @) wolp', ') pldp'de’, (45.233)

onde

T (ﬂi"’ﬂ) J (%"7") cimle—s')
m\ g m | —R 2 amet
Glp, o, t, 0, ¢') = Z Z - 37 sen (7]}% ) .
k=1m=—o0 Ty c(JmH(ak )) R

Essa é a fun¢ao de Green para do problema de valor inicial em questao. Comparar com (45.130)-(45.131). Novamente
comentamos que as duas tltimas expressoes sao formais e devem ser entendidas no sentido de distribui¢oes. Vide Capitulo
39, pdgina 2162. Tal como nos problemas anteriores, a importancia de (45.233) estd em expressar a solugio diretamente
em termos das condigoes iniciais ug e vg. A fungdo G contem em si a informagao de como os valores das condigoes iniciais
no ponto (p/, ¢’) influenciam a solugio no ponto (p, ¢) no instante de tempo ¢.

45.8 O Oscilador Harmoénico na Mecanica Quantica e a Equa-
cao de Hermite

A equagio de Schrédinger® independente do tempo para o oscilador harménico unidimensional é

h? d?
2m dz?

(2) + grz (x) = Ey(x), (45.234)

onde £ é um autovalor do operador de Hamilton®, & é a constante de Planck®, m a massa da particula e k a constante
de Hooke®. Definindo

e B2\ [h 2F x
= /=, = [ — = 4/ — A= — 1, = = , = = ,
o m’ “« (mk’) mwy hwy i a’ v(z) (@) v(z/e)

(45.235)
a equagao (45.234) fica
v (2) + (A +1-2%u(z) = 0.
A experiéncia mostra que para melhor tratarmos dessa equagao devemos definir uma nova fungao u(z) := e/ 2u(z), ou
seja, escrevemos v(z) = 5722/271(2), obtendo para u a equagao diferencial
u”(2) = 220/(2) + Au(z) = 0, (45.236)

a qual reconhecemos ser a equacao de Hermite, cuja solugao foi desenvolvida na Segao 15.1.3, pagina 847. Como discutimos
na referida 15.1.3 e no Apéndice 15.C, pdgina 898, essa equagao s6 possui solugdes que crescem mais lentamente que
et#/2 para |z| = oo se A = 2n, sendo n um inteiro nio-negativo. A condigio que u cresga mais lentamente que et /2
para |z| — 0o é necessdria para que v(z) e, portanto, ¢(z), seja de quadrado integravel, uma condigao fundamental para
a Mecanica Quantica.

No caso em que A = 2n, sendo n um inteiro ndo-negativo, a solugao para (45.236) é u(z) = H,(z), sendo H,, 0 n-ésimo
polinémio de Hermite. Propriedades desses polindmios, como relagoes de ortogonalidade, férmulas de recorréncia etc.,
sao desenvolvidas na Segao 16.2.3, pagina 932. Se A = 2n, entao, por (45.235), o valor de E é dado por

1
E, = hwo (n+ 5) , (45.237)

53Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961).
548ir William Rowan Hamilton (1805-1865).

55Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).

56Robert Hooke (1635-1703).
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paran = 0, 1, 2, 3.... Essa equagao expressa a quantizagdo da energia do oscilador harmoénico unidimensional na
Mecanica Quantica. Ainda para A = 2n, sendo n um inteiro nao-negativo, a solugao ¢, (z) da equagio de Schrodinger
(45.234) serd

2
2%/ T x
1/)11(-7/) = Cn HVL(Z>8 /2 = cn Hp (; exp *ﬁ 5
¢, sendo uma constante de normalizagao a ser fixada. Na Mecanica Quantica adota-se a normalizac¢ao ffooo [t () |?dx =
1. Isso implica,

o0 2 2 < . 105
1= \cn|2/ (Hn (g)) exp (7%) de = a|cn\2/ (H, (2))* exp (—2%) d= (16.105) alen 2"V,

de onde se extrai, escolhendo-se ¢, real e positivo, que ¢, = , /W e, portanto,

_ Lo (® a? 45.238
@) =\ agmaye 1 (5) oo (-5 (15255
sd0 os autoestados normalizados de energia E, paran =0, 1, 2, 3.... Com o uso de (16.105), é trivial verificar ainda
que
o
/ Pn (@)t (@) dz = 6n s
Jeso
a bem-conhecida relagao de ortogonalidade das autofungoes 1y, .
E de se notar ainda que temos de (45.238) que
u(z) = ——h (%) (45.239)
bn(z) = — =), .
Yn \/& n\a) ]

onde h,, sao as chamadas funcoes de Hermite, introduzidas na Secao 16.2.3.1, pagina 935.

E. 45.19 Ezercicio. Mostre que

Pl dr — — [T 2 (m (2))? WY (R
/700£ [thn ()| doe = a2"n!\/?/,oc1' (H"(a)) exp (702) de = « (rL+2> s

para todo n € INg, a sendo uma constante positiva. Na Mecéinica Quantica a expressdo do lado esquerdo, acima, representa o valor
médio do quadrado do operador de posigdo, ou seja, de x%, no autoestado normalizado ¥, do operador Hamiltoniano do oscilador
harménico.

Sugestdo. Use as relagdes de recorréncia (16.111), pagina 935, e as relagdes de ortogonalidade (16.105), pagina 933, das fun¢des
Hy. *

e O propagador do oscilador harménico unidimensional

A expressao formal

Plz, y; t) i= Y e Ent/My () dn(y) (45.240)
n=0

para z, y € R, t € R, representa o chamado propagador do oscilador harménico unidimensional’’. Com o mesmo,
podemos expressar a evolucao temporal de qualquer estado puro 1 do oscilador harmonico simples unidimensional na
foma

Pz, t) = /w P(z, y; t)(y, 0)dy . (45.241)

57Na chamada “notagio de Dirac” tem-se P(z, y; t) = (x|e~"Ht/h

Teorema Espectral ou em termos de distribuigdes.

|y). Matematicamente a expressao (45.240) é justificavel em termos do
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Usando-se (45.239), (45.237), (45.235) e a identidade (16.128), da pdgina 938, obtém-se

,—iwot /2 1 —2iwot) (.2 2) — fgye—iwot
Plo, y: 1) e exp <7( +e )(a? + y?) — daye

a1 )

_ LD exp [ 70 €08 (wot) (a2 + y?) — 2y _ (45.242)
2mifisen(wot ) h 2sen (wot)

E. 45.20 Ezercicio. Verifique! Sugestdo: adote z = =o' em (16.128) e multiplique-a ainda por e~*0!/2, A expressio (16.128)
foi obtida sob a hipétese que |z| < 1. Por isso, a relagdo (45.242) deve ser entendida no sentido de distribui¢cdes. *

E. 45.21 Ezercicio. Seja 1) um estado Gaussiano normalizado dado em ¢ = 0 por

mwo\ /4 m
P(z, 0) = ( wﬁo) exp (—

para o qual temos a distribuicdo de probabilidades

[¥(z, 0)‘2 = (%)1/2 exp (7m;;)0 (z— zuo)z) (45.243)

(uma Gaussiana centrada em z0). Obtenha

1/4 « ,
Pz, t) = ("71\'20) e~ 10t/2 oxpy [— 77;:“ (:172 —2e7 "0 gy + cos(mot)sfw"”;tg)] s (45.244)
para o que tem-se
mwo \ 1/2 MW
|1/)(z7 t)}2 = ( who) exp (—TU (z — o Cos(ngt))Q) (45.245)

(para cada ¢, trata-se de uma Gaussiana centrada em zg cos(wot)). Compare com (45.243).

Sugestdo: Para obter (45.244), use (45.241) e a férmula explicita (45.242). Para as integrais de Gaussianas, use (39.75), pagina
2189. Boa sorte! L

45.9 O Atomo de Hidrogénio e a Equacao de Laguerre Asso-
ciada

A equagao de Schrodinger independente do tempo que descreve uma particula de massa mg, em trés dimensoes, sob um
potencial de Coulomb®® atrativo V (r) = T, a>0,¢

2
LN o
2myg T

Expressando o operador Laplaciano em coordenadas esféricas, como em (45.44), essa equagao fica

1[0 50 1 9 o 1 0% 2my [« .
2 L’)r (T m) t on6 96 <(S‘°‘“9) aa) e g2 | T 2 (F+E)e =0

Seguindo o procedimento de separagao de varidveis, procuramos solugdes na forma ¢ = R(r)Y (6, ¢) e obtemos, inserindo
na equagao,
(P?R'(r))  2myo 5 1 1 0 oY 1 0%y
L P (4 Br?) = e | ——— ((senf) = | + —————
R(r) * h? (or + Br?) Y (0, ¢) | send 00 (sen) 06 (senf)? 9?2

58Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).
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Novamente, ambos os lados devem ser igualados a uma constante A, e obtemos o par de equagoes

(T2R/(7‘))/ + [% (ar + Erz) - /\] R(r) = 0,

+AY

I
o

L0 () LY
send 96\ °) 5 (senf)? Op?

Como j& discutimos, a segunda equagao s6 possui solugdes finitas em 0 =0 e 0 =7 se A = (I + 1) com [ € Ny, em cujo
caso as solugbes para Y sdo dadas pelas fungdes harmonicas esféricas Y, (0, ) com m € Z e —1 < m < 1. A equagado
radial fica entao )
P2R"(r) + 2R (r) + [% (ar + Er?) —1(1+ 1)] R(r) = 0.
G

Para simplificar essa expressao, definamos as constantes

2my

B o= Tz e v o=

(tomamos aqui E < 0, o que corresponde aos chamados estados ligados), com o qué, escrevemos
r2R"(r) 4+ 2rR'(r) + (Br — 2 =1+ 1)) R(r) = 0.

S0 5 P . r .
Essa equacio ainda ndo se encontra em uma forma reconhecivel, mas definindo S(r) := <+R(r), ou seja, escrevendo R

na forma R(r) = rle=77S(r), obtém-se para S a seguinte equacio:

rS"(r) + (200+1) = 297) ') + (8 - 2901+ 1)) S(r) = 0.

E. 45.22 Ezercicio. Faga essa conta ao menos uma vez na vida. &

Definindo uma nova varidvel z = 2yr e y(z) = S(r) = y(27yr), obtemos para y(z) a equagao diferencial

38

1" ! L

() + (204 1)~ 2)y'() - (——<Z+1))y 9=,
( ) 2y ( )

a qual, para fins de comparagao, escrevemos como

2y"(2) + ((21 1) +1- Z)y’(z) - [(% +l> —(2+ 1)} y(z) = 0.

Comparando a (15.166), reconhecemos que se trata da equagao de Laguerre associada com n = % + [. Pela nossa
discussao de quando tratamos da equagao de Laguerre, devemos ter n um inteiro positivo com 0 < 21 + 1 < n, de outra
forma a soluc@o da equagao de Laguerre crescerd mais rapido que exponencial, destruindo a propriedade de 1 ser de
quadrado integrdvel. Assim, n deve ser tomado um inteiro positivo e, portanto, p := -2% deve ser também inteiro. Como
0<2l+1<mnen=p+I, segue que p > 1+ 1 e, portanto, p é igualmente um inteiro positivo.

Na situagao descrita no tltimo pardgrafo, vimos na Secao 15.3.2, pagina 891, que as solugdes da equacgao de Laguerre

. . ~ o A s . 20+1
associada acima sao dadas pelos polinomios de Laguerre associados L )(z)A

Retornando a R(r), obtivemos a solucao

_ Br\ ) (Br
i) = e ()12 (5)

onde usamos p := % € IN e escrevemos vy = %A Voltando as constantes originais, a relacao v = zﬁp expressa-se como

2mg amg . a’mg 1
-z = o ou seja, E E, :72h2 [7 comp=1,2 3,4,....
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Essa é a bem-conhecida regra de quantizacao de energia do dtomo de hidrogénio, obtida pela primeira vez, por outros
meios, por Bohr® em 1912-1913 e reobtida posteriormente por Schrodinger em 1926 por meio do estudo das solugdes
da equagao de Schréodinger para o potencial de Coulomb, como fizemos acima. O nimero inteiro nao-negativo p é
denominado nimero quantico principal no contexto da Mecanica Quantica.

Os autoestados de energia sao

, Br Br
Yp,1,m(r, 0, 0) = cpim ! exp (* om Lo " Y™, ¢) .

¢p,1,m sendo uma constante de normalizagao a ser fixada pela imposigao
oo
2 3 2 2
V= [ P s = [T Wit 60?2,
R3 0 Js2

onde dQ = sen(6)dfdy. Como por (16.88) tem-se / [Y;™(0, ¢)2dQ = 1, segue que
J§2

e Br 1y [ Br 2
_ 2 2041) [ £ 2042
Com et [Ten () (520 () e

» 2143 roo P 2
= ‘prl,m|2 (g) /0 Bip(Lp-ﬁ-l (P)) PPt dp

2043 3
(16.156) 2 (P ((p+01)hH?
= ‘Cp,lyml (E) —1- l)!(Zp) .

Assim, tomando ¢, i, real, obtemos

B i(g>l+1 (p—1-1)
wtm =\ b (@+h*

Finalmente, as autofuncoes de energia normalizadas sao

B (ﬁ)lH (p=1-=D1! ( 5T) (20+1) (ﬁr)
0,0 = 4| = (2 bot— My 2 yimo, ) |
Yp, 1, m (7, 0, ) 2w \p CESNE [ s R » (R CA RS
comp>l+1,1€Ng,emeZcom -l <m<I.

e Um comentdrio sobre a ortonormalidade das fungoes 1, 1,

Nota para o leitor com conhecimento de Mecanica Quantica

Por serem autofungdes normalizadas do operador Hamiltoniano, as fungoes 1, i, m devem satisfazer as relagoes de
ortogonalidade (1 1, m, Up,1,m) = Op, - Integrando a parte angular, isso significa que

> Br\ (s (Br Br\ () (Br 242 . 2p* 4 ((p+1))?
/0 [exp (727)’ Ly ? exp 72—1) L ? r dr = 0, p 7[52“3 P

O fator 8 pode ser absorvido com a mudanca de varidveis p = 8r e obtém-se
oo 2044( () 4 )13
L~ 2D (P Lo~ 214D (P 20— 5 2P ((e+0Y 145.246
/l) [pe 7 Lt v e hpy » p-ap L P BN (45.246)
para todo p, p’ inteiros positivos (ndo-nulos). Essas sdo relagoes de ortogonalidade, nio exatamente para os polinémio

de Laguerre associados, mas para a familia de fungoes plefﬁLﬁﬁI) (5), p>1+1 (para cada l > 0, inteiro).

59Niels Henrik David Bohr (1885-1962).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2678/3042

Perceba-se que nao podemos eliminar simultaneamente p e p’ por uma mudanga de varidveis na integral em (45.246).
E de se notar que essa relacao de ortogonalidade nao tem muito a ver com a relagao de ortogonalidade dos polinémios
de Laguerre associados que obtivemos em (16.153). Infelizmente, poucos livros de Mecénica Quantica ou de Fisica-
Matemaética comentam esse ponto®’, uma exce¢io um tanto surpreendente sendo [21] e estas Notas.

Comentamos que toda a teoria do dtomo de hidrogénio, incluindo as vérias expressoes complexas que derivamos
acima envolvendo polinémios de Laguerre, e muito mais, jd se encontrava nos primeiros trabalhos de Schrédinger sobre
a Mecanica Quantica, de 1926.

45.10 Propagagao de Ondas em Tanques Cilindricos

A wersao original desta se¢io é de autoria de

André M. Timpanaro, Fleury J. Oliveira e Paulo H. Reimberg®

A Mecénica de Fluidos, quando consideramos fluidos ideais, é baseada fundamentalmente na equacao de Euler (vide,
e.g., [325] ou [91])
ov
Fn +
onde ¢ é o campo de velocidades, p a densidade do fluido, p a pressao e § a aceleracao da gravidade. Esta equagao,
apesar de nao-linear, pode, para certos limites, ser aproximada por equagoes lineares. Quando isto se d4, a dificuldade
em encontrar solugoes explicitas diminui consideravelmente. Sera este o caso tratado neste trabalho: o estudo de solugoes
explicitas do problema de propagagio de ondas na superficie de um liquido contido num tanque cilindrico.

1
(T V) T+ Vp — =0, (45.247)

Consideraremos trés casos limites com a caracteristica comum de que o comprimento de onda é muito maior que sua
amplitude. O primeiro caso tratado é o da propagagao de tais ondas em um tanque cuja profundidade é muito grande,
nao havendo, desta forma, influéncia do fundo na solugao das equagdes. O segundo caso tratado é um limite do anterior,
fazendo com que o raio do tanque seja infinito. O terceiro, e tltimo caso estudado é aquele no qual a profundidade
do tanque é muito menor que o comprimento de onda, para o qual obtém-se uma solucdo bastante parecida com a do
problema da membrana circular da Se¢ao 45.7, pagina 2671 (mas com condigdes de contorno do tipo de Neumann).

e Ondas de gravitacao e a propagacao de ondas em tanques profundos

A superficie de um fluido em equilibrio sob a influéncia de um campo gravitacional uniforme é plana. Se, por meio de
uma acao exterior qualquer, a superficie do fluido sair de seu estado de equilibrio em um ponto, um movimento inicia-se
no fluido. Este movimento se propaga por todo o fluido sob a forma de ondas.

Admitamos, primeiramente, que as ondas tém comprimentos muito maiores que suas amplitudes. Assim, como sera

demonstrado, o termo nao linear da equagao de Euler, (7 - V)¥, pode ser desprezado em comparagio com %A

Seja 7 o periodo de oscilagoes das particulas da onda, estas particulas percorrem uma distancia da ordem da amplitude,
a, da onda. A velocidade de seu movimento é , portanto, v ~ %.
A velocidade v varia de maneira notdvel para periodos de tempo da ordem de 7 e para comprimentos de onda,
A, dependendo da dire¢io de propagagdao da onda. Desta forma, a derivada da velocidade em relagio ao tempo é
aproximadamente 2, e 5 ¢ a diferenca de velocidades entre dois pontos distintos do espago percorridos pela particula em
um certo intervalo de tempo. Assim, se A > a, que ¢ nossa aproximacao inicial, tem-se
la a2l 1 v v

-—= > - < ;1'>>Xv, a5

P Y > (0-V)v.

Vemos que (7 V) ¥ é desprezivel em relagao a %? Assim, obtemos para a equagao de Euler a simplificagao
ov
ot

- 7%Vp _ve, (45.248)

60[323] e [462] ignoram o assunto e mesmo o excelente [189] atribui erroneamente a normalizagio de v, n, as relagdes de ortogonalidade
(16.153).

61No ano de 2005, alunos de graduagio do Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo. Titulo original da monografia: “Propagagio
de ondas na superficie de um liquido contido em tanques circulares - uma breve anélise”, apresentada no curso de Mecéanica dos Fluidos
ministrado pelo Prof. M. Cattani.
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onde ¢ é o potencial gravitacional (—=V¢ = §)

Para o caso isentrépico, ou seja, para entropia constante, temos:
1
~Vp = V(h+9), (45.249)
P
onde h é a entalpia do sistema. Aplicando o rotacional em ambos os lados da equagao (45.248) obtemos:

7]
&V xv =0 ou seja, V x ¥ = constante . (45.250)

No entanto, para o movimento oscilatério, a média temporal de ¥ é nula de forma que V x ¢ = 0, sendo o fluido
potencial em primeira aproximagao (ou seja, ¥ é o gradiente de um “potencial”, por ter rotacional nulo). Pode-se entao
definir uma fungao potencial, ¢, como sendo:

v = Vg (45.251)

Aplicando a defini¢ao (45.251) & equacao de Euler (45.248) obtemos:
0p P
— = —=—gz. 45.252
2t o (45.252)
Assim, temos
¢
= - — P - 45.253
P pgz = poy (45.253)
Suporemos o eixo z orientado verticalmente para cima e um sistema de coordenadas polares planas r, € tendo como
origem o centro do tanque cilindrico.

Designaremos a coordenada z dos pontos da superficie do fluido por ¢; ¢ é a fungdo das coordenadas r, 6, e do tempo.
Se na superficie a pressio for uma constante py, por exemplo, a pressio atmosférica, obteremos para a equagao (45.253)

dy
b = —pat — 22 45.254
Po P9C =Py ( )
Como, para um fluido incompressivel,
v (w N @t> - Ve, (45.255)
P
podemos definir um novo potencial ¢’ por:
¢ = o+ Pt (45.256)
p
Assim,
8 !
o€+ =0, (45.257)
ot |,_¢

Como ¢ é pequeno, visto que as ondas também o sdo, podemos considerar que

a¢ v (45.251) 0y (45.256) 8797’

= v, 45.2.
ot : dz 0z’ (45.258)
de forma que a derivada temporal da equagao (45.257) torna-se
oy 19%
4 - =0. 45.2.
<0z + 5 o2 . 0 (45.259)

Novamente, como as oscilagoes sdo pequenas, pode-se substituir na equagao (45.259) z = 0 no lugar de z = ¢ e ¢’ por ¢.
De tal maneira, obtemos o sistema de equagoes diferencias que determinam as ondas na superficie do fluido.

Vi = 0, (45.260)

dp 1%
(a_f+§at:) = 0. (45.261)

2=0



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2680/3042

Seja (por separagio de varidveis) ¢ (r, 0, z, t) = A(r) A(0) V (2) T (t). Obtém-se de (45.260) as seguintes equagdes
para os fatores A, Ae V:

PN £ A 4 (0% — A = 0, (45.262)
A"+ 24 = 0, (45.263)
V'—a?V = 0. (45.264)

Para que a solugao seja periédica em 6, de periodo 2w, devemos ter que v = m, onde m € Z. Para V, obtemos de
(45.264) V(z) = Ae”” 4+ Be 7% caso 0 # 0 e V(z) = Az + B caso 0 = 0, A e B sendo constantes. Como desejamos
uma solucao finita para z — —oo (onde localiza-se o fundo do tanque), devemos ter Re (o) > 0 e V(z) = Ae””. Disso
obtém-se V'(0)/V(0) = o e, por (45.261), obtemos para o fator T a equagio
T+ goT = 0. (45.265)

Para que essa equagao tenha um cardter oscilatério e nao divirja para t — +o0o devemos ter Im (0) =0e o > 0.

Aplicando as condigoes de contorno (velocidade radial igual a zero em r = R) e admitindo que o tanque seja profundo
o bastante para que o fundo nao interfira, obtém-se:

o(r, 0, z, t) Z Z ]m( )ei'”‘”"’gl |:akym cos (‘/ 98 ) + bk, m sen (‘/ 9B >:| s (45.266)

k=1m=—o0

onde Jp, () sdo as fungdes de Bessel e 8" ¢ o k-¢simo zero da fungao J}, (z) em Ry \ {0}. Para a parte radial, nao
consideramos as fungdes de Neumann como possiveis solu¢oes da equagao de Bessel (45.262), pois estas solugoes nao siao
compativeis com a finitude da energia, devido a presenca de uma singularidade na origem.

Seja vg a velocidade aplicada na superficie do fluido no instante ¢ = 0 na diregao de z, ou seja, vo = vg (1, 8, 2 =0, t =0) 2.

Entao,
s sl STYL/,V
=3 > akmdm (#) e (45.267)
k=1m=—o0

A partir da equagio (45.257) no caso em que ¢ ~ 0 e ¢t = 0, temos

S ’F BET imo
Co(r, 0) = Z Z brm m () e (45.268)

onde (y é a forma da superficie no instante inicial.

Usando em (45.267) e (45.268) as relagoes de ortogonalidade (16.218), pagina 959, das fungdes de Bessel e as relagoes
de ortogonalidade ffw elm=m0 g9 = 276,,, das fungoes 6”"9, determina-se o valor das constantes ak, . € by, m, que
seguem:

am R m
apm = it 5 / / vo(r, 0) e ™07, (/Bk )rdadr (45.269)
R () = m?) (Jm (B)) 0 I
am 3/2 m
boym = () / / Golr, 0) ™™ 1, <[3‘~TT> rdfdr . (45.270)
TR3/2 ((ﬁ;v)Z _ mz) 0]

Assim, determina-se completamente a solugdo para o potcnclal da velocidade do fluido.

Aplicando o gradiente pode-se obter as velocidades com que as ondas se propagam nas diregoes radial e vertical em
termos das condigdes iniciais. Desta forma,

X gm gm . m, zm .
Z Z %J,',, (—/%T) c””f”ﬁi? |:ak,mcos <\/ —g}i’“ t) + b, m sEN <\/ 95k ):| s

v =

k=1m=—o0

x X gm Bm oy m B
v, = ;m; % Jm ( k ) eimo+ - g, m COS % t | + b, m sen gT" t
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Vemos dessas expressoes que as velocidades decrescem exponencialmente com a profundidade. A forma final da superficie
¢ dada pela equagao (45.257) (no caso em que ¢ ~ 0) e fica

Z Z (%) emo [ak,m sen ( qﬁ’% t> — by, m COS (\/ Qﬂ% t)

k=1m=—o00

(45.271)

As ondas cuja propagacao é descrita pelas expressoes acima sdo denominadas ondas de gravitag¢ao na literatura da
Mecanica dos Fluidos. Vide e.g. [325].

e Propagacao de ondas em um tanque profundo de raio infinito

Abordaremos agora o limite em que o raio e a profundidade do tanque sio muito grandes (infinitos). Tal é o caso
se considerarmos ondas de pequeno comprimento de onda se propagando no meio de um oceano. Nesse caso teremos
novamente as equagoes (45.260)-(45.261)

20 e Do 5 0%

20 =0 - =0 45.272
Vi = 0= e et T g (45.272)
¢ 0? 7]
® ®
— =0. 45.273
(61,2 t9 Oz)‘ (45:273)
Para fazermos a separacao de varidveis suporemos que ¢ pode ser escrita como
o = ¢(r, 0, z, t) = A(r)B(0)C(2)D(t) . (45.274)
Dessa forma, as equagoes (45.272) e (45.273) ficam respectivamente
r2A"BOD +rA'BCD + AB"CD + r*ABC"D = 0 (45.275)
e
ABC(0)D" 4+ gABC'(0)D = 0. (45.276)

Para resolver a equagao (45.275) iremos dividi-la por ABCD = ¢. Sempre poderemos fazer isso desde que a solugao
para ¢ nao seja a solugao trivial. Também iremos supor que as seguintes condigoes sao obedecidas:

%N = cte. = -1, (45.277)
e - .
<z = cte. = k*. (45.278)
Discutiremos se v e k sdo ou nao reais mais tarde. Levando em conta (45.277) e (45.278), (45.275) fica:
AT A 2
Uy + T = k*r? = r2A" A+ (PR - vH)A = 0. (45.279)

Se fizermos uma mudanga de varidvel chegaremos na equagdo de Bessel para a fungao J, (), de forma que a solugao

A(r) = KJ,(kr) . (45.280)

Se resolvermos (45.277) e (45.278) obteremos:
B) = &e™ + e, (45.281)
O) = &k +Gee. (45.28)

Note que para que ¢ seja continua e diferencidvel (precisaremos dessas condigoes se quisermos descrever a superficie
de forma satisfatéria), entdo devemos ter que v ¢ inteiro. Além disso, como vamos somar as solugdes com v variando de
—00 até 400, podemos sem perda de generalidade considerar (p = 0.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2682/3042

Na equagdio (45.282), devemos manter em mente que como o tanque é sem fundo devemos ter a relagio z — —oco =
¢ — 0 satisfeita, de forma que k deve ser real (e sem perda de generalidade positivo) e ¢; = 0. Entao a equagao (45.276)
fica D
o = —gk = D(t) = & cos (\/gkt) + Ciw sEN (\/gkt) . (45.283)

Entao o resultado para o potencial é
ok (r, 2, 0, 1) = J,(rk)e? = [Ek,, cos (x/gk t) + F, sen (\/gk' t) ] s (45.284)
onde as constantes Ej, e F}, sao definidas como

Epy [

Fro = &Gk -

Para determinarmos essas constantes em termos de k e v, precisamos escolher condigoes iniciais. Lembrando entao as
equagdes que foram deduzidas para as ondas pequenas (e que também valem nesse caso) para a coordenada z dos pontos do
fluido na superficie, ¢. Entdo podemos escrever as condi¢oes em termos de T'(r, 0, t) = %\2:0 ede Z(r, 0, t) = ‘é—f 2=0

no instante ¢t = 0

Para tanto usaremos a transformada de Hankelf?> (também conhecida como transformada de Fourier-Bessel) e a
relagao de ortogonalidade da fungao e'*:

50 = W) = [ S@VaE ), (45.285)
fa) = 9@ = [ sV, (45.286)
/” MM dy = 276, (45.287)

Entao, se Sk, (r, 0) = Z(r, 0, 0), tem-se

n o oo
Sw(r, 0) = kJ,(rk)e™ By, — Se=Mdo = / > 2k, (rk) Ery o, di
0

- v=—0c

- 2w

o0 s —i\@
_ / Yk Jy(rk) B de = 351 (2#\/EE)C)\) —  VkBEn = %A< Md@) ,
0 r
o que nos leva a
B = / / 20,0 vt g oy ag dr . (45.288)
o Jox 27

Se R(r, ) =T(r, 0, 0), entao

. o o
Ry (r, 0) = \/gkJ,(rk)Fy,, = Re™™0dp = / > 2m\/gkJ, (rk) Fro 6,0 di =
Jo

o v=—00

o ﬂ
= / 21/ gk JA(rk) Fin dk = 3" (%ﬁﬂ;) =  Fno= 3, (\F%/ Re™™ d9>
0 r 927 )

62Hermann Hankel (1839-1873).
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e, portanto,

% T 0 0)
Fu = /% / / 1109, 0) w0 g ey ag ar . (45.289)
9Jo J-x 2m

As fungoes Z e T podem ser obtidas a partir de ¢ e %E, as condigdes iniciais, a partir das equagoes (45.256), (45.257)
e (45.258) que também podem ser utilizadas para obter (. Por fim podemos obter o campo de velocidades tomando
= V. E e F determinam completamente ¢:

o(r, z, 0, t) = i /OC T, (rk)eo k= [Ek,, cos (\/g_kf) + Fy, sen (\/g—kf)] dk , (45.290)
0

v=—00

u(r, 2z, 0,1) = Vo(r, 2, 0, t), (45.291)
po 10p

rO,t) = -2 —ZL(r0,0,1). 45.292

C(r, 0, 1) i a1 ) ( )

e Grandes ondas de gravitagao e a propagac¢ao de ondas em tanques rasos

Trataremos agora da propagacao de ondas com um comprimento de onda grande relativamente a profundidade do
meio onde se dd a propagacao, mas amplitude pequena em rela¢ao ao comprimento de onda.

Suporemos tratar de tanque cilindrico de raio R. Na situac¢ao de equilibrio, sem movimento, o fluido atinge uma
altura hy do tanque. Suporemos um sistema de coordenadas cilindricas r, 6, z, com o eixo z coincidente com o eixo
de simetria do tanque, sendo a coordenada z medida a partir do fundo do tanque no sentido crescente para cima. Em
havendo movimento do fluido, cada ponto da sua superficie terd altura h(r, 0), medida a partir do fundo do tanque.
Definindo ((r, ) = h(r, 8) — ho, podemos escrever h = hg + (. A grandeza ( descreve o afastamento da superficie do
fluido em relagao & superficie de equilibrio.

Como justificado anteriormente, podemos novamente desconsiderar o termo nao-linear da equagao de Euler (45.247),

que reduz-se a
% = 7% +7 (45.293)

Escrevendo esta equacao para as componentes radial e tangencial, respectivamente, teremos

duy 10p

= ———, 45.294
ot por (45.294)
vy 1 0p
- = = 45.295
ot or 90 (45.295)
v, dp

= ——. 45.2!
ot a2 (45.296)

Lembrando que a pressao num ponto interior a um fluido aproximadamente estético é dada por
p = po+pg(h—2)

onde h é altura da superficie do fluido medida a partir do fundo, obteremos, substituindo esta em (45.294) e em (45.295),
a aproximacao

o, Oh
5 2 g (45.297)
Wo o _gOh
= = == (45.298)
CLER (45.299)

ot
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A equacao de continuidade %’; + V - (p?) = 0 reduz-se, para fluidos incompressiveis (ou seja, com p = const.) a

V- ¥ = 0. Em coordenadas cilindricas isso significa

v, la(rvr) l%_
oz r Or r oo

Integrando-se essa equagao em z entre z = 0 (fundo do tanque) e z = h(r, 6, t) := ho+((r, 6, t) (superficie superior do
fluido), obtemos
h h
19 (rv,) 1 vy
L(r, 0, h(r, 0, t), t -——"d ———dz =0,
v, (r (1 ) )+/0 " or z+/0 T30 0

onde usamos a hipdtese que v;(z = 0) = 0 (ou seja, o fluido nido se move verticalmente no fundo do tanque). Supondo
agora que o tanque seja raso, e que v, e vy nao dependam da altura z, a ultima expressao pode ser aproximada por

9 (rvy)
or

i, 6, t)%((;i; _—

0., 0, hr, 8, 1), £) +h(r, 6, t)%

Lembrando que v.(r, 0, h, t) = % obtemos

ot r Or r o0

oh n hd(ror) n h Jvg 0.

Derivando esta equagao em rela¢ao ao tempo, teremos
Ph ho( (O hO (Do) -0 o w0
o2 ror ot r o0 \ ot ror r oo
Usando as expressoes (45.297) e (45.298) a equagao acima fica
Ph_ ho((ONN R (OPRY w0 o vOu
ot? ror \"\ar 972\ 92 ror r oo

Utilizando h = hy + ¢, desprezando termos quadraticos em ¢ e nas velocidades, obtém-se

9%¢ 0%¢ 10¢  10%
w*gh()(w‘F;EwLﬁw) =0. (45.300)

Podemos notar que a expressao entre parénteses ¢ o Laplaciano bidimensional escrito em coordenadas polares. Com
isso podemos escrever (45.300) mais sucintamente como:

9% — ghoV*¢ = 0 (45.301)
12 0 : ’
Vemos que esta é uma equagao de ondas em duas dimensoes, que corresponde a ondas com velocidade de propagacao
Vgho (Comentério en passant: o fato de a velocidade de propagac¢ao diminuir com a profundidade do tanque explica
o por qué de uma onda “quebrar” ao se aproximar de uma praia). As ondas cuja propagaciao é descrita por (45.301)
sdo denominadas grandes ondas de gravitagdo na literatura da Mecénica dos Fluidos. Vide e.g. [325]. Como desejamos
conhecer a forma de ondas na superficie de um tanque cilindrico devemos aplicar o método de separagao de varidveis a
equacio (45.301).
Supondo ¢ da forma A (r) A () T (t) na equagao (45.301), teremos:

0.2

ol =0 (45.302)

PPN N+ (0% =)A= 0, (45.303)
" 2 —

A"+ PA 0. (45.304)
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Devido & expressao (45.297), e ao fato de a velocidade radial v, ser nula na borda do tanque (quando r = R) para
todo tempo ¢, constatamos que devemos ter % %L— R
r=R =

contorno (do tipo de Neumann) a ser satisfeita pela fungao ((r, 0).

= 0. Essa relagao deve ser entendida como condigao de

Resolvendo sistema de equagoes diferenciais (45.302)-(45.304) sujeito & condigao de contorno de que a derivada de ¢
em relag@o ao raio deve anular-se em r = R a soluc@o para o perfil das ondas na superficie do liquido sera:

x o0 m /) m_/ [m
C(r, 0, 1) = kz Z {akm cos (M) + bg,m sen (kTgh(ﬂ)] Jm (%) emo | (45.305)

=1 m=—o00

onde v = m € Ny para que a solugao seja periddica de periodo 27 em 6 e onde, como anteriormente, 3;* designa o
k-ésimo zero de J), em Ry \ {0}. Para a parte radial, nao consideramos as fungdes de Neumann como possiveis solugoes
da equagao de Bessel, pois estas nao sao compativeis com a finitude da energia, devido a presenga de uma singularidade
na origem.

Supondo, como condigdes iniciais, que a superficie do liquido tenha uma forma descrita por uma funcao (o(r, 6) e
uma distribuigao de velocidades verticais dada por vo(r, 6) em t = 0, teremos:

o oo -
G0 = > > armdm (“‘%) em? (45.306)
k=1m=—o0

oo iyl .
> bk.mﬁkT Voo ;| (5"—RT> eme (45.307)

m=—oo

v (r, 0) = Z
k=1

Utilizando em (45.306) e (45.307) as relagdes de ortogonalidade (16.218), pégina 959, das fungdes de Bessel e as

Limo

relagoes de ortogonalidade [ eim=m 49 — 274,,,, das funcoes € , teremos:
1 R pm ; Brr
ahm = 3 / Co(r, 0) e ™0, (— % )rd'rdﬂ, (45.308)
2 (1 () ) (o (B2 0 I
1
bk, m

R pm -
2 / / v (r, 0) e ™ T, (ﬂ%) rdrdg.  (45.309)
7R/ gho 5" <1 - (%) ) (T (B2 10 ) ]

Essas expressoes determinam completamente os coeficientes ay, m, e bi n para todos k e m em termos das condicoes
iniciais.

45.11 Equagoes Hiperbdlicas Lineares em 1+1 Dimensoes e
Equagoes Integrais

Um método importante de resolugiao de equagoes diferenciais submetidas a condigoes iniciais ou de contorno consiste
em transforma-las em equagoes integrais e resolvé-las, por exemplo, por um procedimento iterativo. Tal procedimento é
familiar ao estudo das equagoes diferenciais ordindrias e, como naquele caso, pode fornecer em alguns casos garantias de
unicidade e existéncia de solugoes.
Aqui, seguindo proximamente o tratamento de [215], ilustraremos o uso de equagdes integrais no tratamento da
equagao hiperbdlica linear de segunda ordem de coeficientes constantes e inomogénea
Pu  ,0%u du du

o +au+b¥ +d$ = F(x, t), (45.310)

comz € Ret € R, onde a, b, ¢, d € R sdo constantes arbitrdrias mas com ¢ > 0. Essa equagao (que é de tipo
hiperbélico) generaliza a equagao de ondas em uma dimensio e inclui alguns casos particulares de interesse, como a
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equagdo do telégrafo (caso d = 0), a equagio de ondas amortecidas (caso a = d = 0) (também conhecida como equagdo
de difusio relativistica para b = ¢2/D, com D > 0 sendo a constante de difusio) e a equacio de Klein-Gordon (caso
b=d=0,a+#0). A fungao F, sob a qual serao feitas algumas exigéncias adiante, nao depende de u ou suas derivadas
e representa uma forca externa agindo em cada ponto z do sistema em cada instante t. Consideraremos o problema de
Cauchy no qual sao dadas as condigbes iniciais

u(@, 0) = f(z) e —=(z,0) = g(x) (45.311)
que fixam posicio e velocidade de u no instante ¢ = 0, f e g sendo fungoes dadas sobre as quais algumas (poucas)
exigéncias serao feitas adiante.

O procedimento que seguiremos nao sé permitird demonstrar existéncia e unicidade de solugao para esse problema

como permitird obter férmulas relativamente explicitas para a solugao, o que nem sempre ocorre quando equagdes integrais
sao empregadas como método de resolugao.

O primeiro passo ¢ passar a coordenadas caracteristicas

E=uax+ct, n=2x—ct, comoque x:$+77et:57r]
2 2c
Definindo v por u(z, t) =:v(§, n) = v (x + ct, © — ct) a equagdo (45.310) fica
0% be+d\ dv be—d\ dv a 1 E4+n -1
- — — - —v = —F s . 45.312
ocon ( 1 ) o * ( 1 ) o 12’ T e ( 2 2 ( )
E. 45.23 Ezercicio. Verifique! &

Essa equagcao sofre uma grande simplificacdo se definirmos uma nova fun¢ao w multiplicando v por um fator conve-

o = ool (425 (42 s
= exp [7 (d;jzbc) & — (d;;c) 7]} u (% 52;(,77) s (45.313)

e = o[ (45 e+ (2222) i

com o que a equagao (45.312) fica

niente:

ou seja, escrevendo

P~ Gl ) (45.314)
deam rw = > 1) -
onde
4ac® + d?> — b2 1 d—be d+ be E4+n E—n
rET ( 16¢4 ) N Gl& m = T2 P [7 ( 4c? >£7 ( 4c? )71} F( 2 7 2 ) ’
E. 45.24 Ezercicio. Verifique! L

A equagao (45.314) é aquela com a qual trabalharemos. E importante, portanto, traduzir as condigdes iniciais para u
em (45.311) em condigdes para w. A linha ¢ = 0 corresponde no plano &-n a linha £ = 7. Além disso, o semi-plano ¢ > 0
corresponde no plano &-n ao semi-plano £ > 7. Assim, a condigao u(z, 0) = f(z) fica, segundo (45.313),

w(§, §) = exp [f (%) 5} &) = h(). (45.315)
Jé a condigio 2t (x, 0) = g() fica

%_?(5’ 6 %—7“]’(5 € = (%f(&) + %g(f)) exp [f (%) 5} : (45.316)
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E. 45.25 Ezercicio. Verifique! L

Essa tltima condigao (45.316) pode ser escrita na forma de duas condigoes acopladas sobre a linha & = 7. Calculando
a derivada total de ambos os lados de (45.315) em relagio a & (lembrar que d%m({, &) = %—g’({, &)+ Bu(e, €)) tem-se

on
See o+ Gie o = (10~ (5m)1©) |- (55)d -

Dessa igualdade e de (45.316) obtém-se facilmente expressoes para %—%(E §e g—l;(f, &):

e 0 -5 (ro+(52) 10+ @) en [- (%) ] = oo
e = 3 (ro- (550 s - Lue) o[- ()¢ = wo

Assim, nosso problema consiste em resolver a equagao

0w

Pgon TV = G ), (45.317)
sob as condigoes

w(§, §) = h©) (45.318)
dw = 45.319
8—5(6, & = o) (45.319)
ow = 45.320
3—7](5, & = ¥©) (45.320)

com a constante s e as fungoes G, h, ¢ e 1 definidas acima.

Para o que segue é relevante notar que h’' = ¢ + 1, o que implica
o o
ne) = h(o) = [o ds+ [ i) ds.
Jg Jg

de onde se conclui que h(a) — ]; o(s) ds = h(B) + ]; 1(s) ds, o que implica

) - [ " o(s) ds = HALHHE) 1 L " o(s) ds - i/ " p(s) ds . (45.321)

O que faremos agora é transformar o problema (45.317)-(45.320) em uma equagao integral e, para tal, tomamos um
ponto (&, () no semi-plano & > 7 do plano &-n e integramos ambos os lados de (45.317) no triangulo fechado A(a, 3),
indicado na Figura 45.11, pagina 2688, definido pelos pontos (a, 8), (o, a) e (8, B).
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(a, q)

A, B)

®.8) @B)

g
Figura 45.11: O triangulo fechado A(«, () definido pelos pontos (o, ), (a, a) e (3, B) com o > 3. A figura também

indica a linha £ = 7 onde as condigdes iniciais estao definidas. Na Figura 45.12, pagina 2689, esse triangulo é representado
no plano z—t.

Temos, integrando primeiramente em &, que

¢ 0w C ([ Pw
A(_C[ ,Im P g - /ﬁ ( / e ) ds) dn
*(dw w
= /3 (a—n(a, n) — o (n, n)) dn
“ 0
- wla, a) —w(a, B) —/3 a—:;](n, ) dn
(45.318) € (45.320) h(a) — wia, B)— /: o) . (45.322)
(5.321) (o )+ h(a) 42r h(B) " % /a b(€) dE — %/a ¥(n) dn. (45.323)
s s

que é simétrica em « e 8 (razdo de usarmos (45.321) na tltima passagem). Assim, provamos que

h(a)+h(B) 1 [¢ 0w
wlo, B) = <f + 5./ﬂ #(©) d&) }({L) degy e

olt) = ((bg;d) f(§)+%g(€)> exp [f (%) 6] :

Substituindo g;gj] do lado direito usando (45.317), obtemos

onde ¢ 1= ¢ — 1), isto é,

w(a, B) = H(a, B)+5 jf w(§, n) d&dn (45.324)

Aa, B)
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1

Figura 45.12: O triangulo fechado A(«, () representado no plano z—t. As linhas inclinadas representam o cone de luz
passando pelo ponto (z, t). O segmento em negrito no eixo @ representa o dominio de dependéncia de (z, t) em t = 0
(vide pagina 2640).

onde introduzimos h()+h(8) 1
() + h(f e
o 5) = MM 2 Mo de- [ atem dean. (15.325)
78 A B)

A equacao (45.324) é a equacao integral prometida que equivale (como pode ser facilmente constatado) ao problema
(45.317)-(45.320). Ela pode ser resolvida iterativamente e para provar existéncia e unicidade da solugao assim obtida
faremos uso da Proposigao 45.4, que passamos a tratar.

Para A > B fixo seja C(A(A, B)) o espaco das fungdes continuas definidas no triangulo fechado A(4, B) do plano
&n. Como é bem sabido, C(A(A, B)) é um espago métrico completo para a métrica do supremo

d (11, 12) = sup {[ra(€, ) = 72(&, W], (& m) € A, B},
sendo 71, 12 € C(A(A, B)). Para cada x € C(A(A, B)) a expressiao
T()(@, B) = Hia, B)+x [[ x(&m)ddn, (o, B) C A4, B)
Ala, B)
define uma nova funcao de C(A(A, B)) (verifique!). Notar que A(a, ) C A(A, B) se (o, 8) C A(4, B).
Proposicao 45.4 Eziste m € IN grande o suficiente tal que T™ € uma contragao, ou seja, existe ¢ com 0 < q < 1 tal
que para todo x1, x2 € C(A(A, B)) vale doo (T™(x1), T™(x2)) < qdoo (X1, X2); m}

Prova. Primeiramente, temos que
Teu)(@ B)=T0e)e B) = & [ (a6 n) = (& m) dédn .
Ala, B)
Assim,

T, 8) - T0e)e, 8] < e G xo) [] dean = OS2 d o, xo) (45.326)
Aa, 8)
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Portanto,

*(a)es B) = T*0e)le B = |n ff (T

A(a 8)

T(x2)(&, n)) dédn

(45.326) . )2
S e tn, v [ S dean
N

(a—B)*
L A
Acima, usamos a identidade
_ gtz
ﬂ —n)" dédn = Gl bl ;
Nt (n+1)(n+2)
vélida para todo n € N e cuja demonstragao deixamos como exercicio (faga-o!). Dai, é facil provar por indugao que

(-5,

Tn _n Nl < 1 (1,
(e 8) =T (a)len )| < I G (1, x)
para todo n € IN.
E. 45.26 Ezercicio. Prove isso. o+
Assim, como o maximo de @ — 8 em A(A, B) é A— B, teremos
(A-DB)*

oo (T"000), T(2)) S "= 5o (s x2)

para todo n € N. O fator |k|" (4 ZB)), val a zero para n — oo e, portanto, escolhendo n grande o suficiente esse fator
serd menor que 1, provando a proposicao. |

Pela generalizagao do Teorema do Ponto Fixo de Banach representado pela Proposi¢ao 26.1, pagina 1502, concluimos
que T tem um e somente um ponto fixo, ou seja, existe uma e somente uma fungao continua w em A(A, B) tal que
T(w) = w, ou seja, que satisfaz (45.324). Pelo Teorema Ponto Fixo de Banach, Teorema (26.1), pagina 1500, essa
aplicacao pode ser obtida pelo limite "lgxgc T"(wp) a partir de qualquer wy € C(A(A, B)).

Escolhendo wy como sendo a fungio identicamente nula wy = 0 teremos T'(wo)(&, 1) = H(&, 1),

T?(wo)(a, f) = )+n [ H(E ) dedn
Ao, B)
e
T3(wo)(a, B) = H(a, B)+& J] H(g, n) dédn + &2 jf H(o, 7) dodr dédn .
a, (e, B) A&, m)
O 1ltimo termo é uma integral na regiao
B<n<rt<o<{<a. (45.327)

Vamos determiné-la calculando sucessivamente as integrais na seguinte ordem: &, 1, o e 7. Fazendo as integrais nessa
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ordem e levando em conta os limites de integragao fixados em (45.327), obtemos

'/: {/a [L (/:Hw, 7 d§) dnJ do}dT

- ./: {/Ta [/ﬁT(a —0)H(o, 7) dn] do} ar
| {/ "= B~ o, 7o}

jf (1= B)(a—0)H (o, 7) dodr

Ala, B)

H(o, 7) dodr dédn

Ale, B) AE, )

Com isso,

T3(wo)(€, n) = H(E n) + jf [K + R =)~ J)] H(o, 7) dodr .
A& m)

Vamos provar por indugao que para todo n
(=1 -0
T™(wo)(§, n) = H(E n fj |:Z A ]a,( ) :|H(a, 7) dodr .
A& )

Supondo isso, teremos

T wo)(a, B) = D)

Aa, B) (e, B) A&, m)

Como antes,

[ ()€~ o) H(o, 7) dodr dedy

2691/3042

(45.328)

S ,H(T—n)'(s—o)l ,
H(e, n)+ 5 fj H(E, ) dédn + k fj jj > H(o, 7) dodr d&dn .

JALLE (Lot i) afarfar

Aa, B) A(E, m)
o ¢ par pT _ o)
- A {/ M (T—n)'i(“Hi H(o, T)dn]do}dT
B a o (T _ 5>l+1 (a _ 0.)1+1
= /g {/T WH((L 7) do‘} dr
_ (a _G)H»I(T _ ﬁ)l+l o dods
- T P a H(o, 7) dodr .
Logo,
n—2
1, _ " T 1 2<a*”)l+1(7*5)[+1
T" Y (wo)(a, B) = Ha, 1) +KA((['J/3) H(o, 7) dodr +A('(J{.Jﬂ> LZO s AT ] H(o, 7) dodr

)

= H(a,n)+k e

H(o, 7) dodr ,
Ala, p) | 1=0

provando (45.328).
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Como a solugao w é dada por lim T™(wy), obtemos
n—00

= (wle— o) —m)'

lz:l; R H(o, 7) dodr .

wie, n) = HE n+nr ]
A€ m)
De acordo com a defini¢ao das fungdes de Bessel modificadas introduzidas em (15.139), pagina 881, a fungio de Bessel

1 21
modificada de ordem 0 é dada por Ip(z) := Z — (E) , série essa que converge absolutamente para todo z € C.

@z \2
=0
Concluimos que
w( n) = HE n)+k JI Iy (2 K —o)(T— n))H(a, 7) dodr . (45.329)
A& m)

Esta ¢ a solugao procurada da equagio integral (45.324) e, consequentemente, do problema (45.317)-(45.320).

A expressao para a solugao u é

ulw, 1) = exp [(d‘ ”"’) (o +ct) + (“Im) (@- ct)] Hiz +ct, @ —ct)

4c? 4c?

+K jf Iy (2\/.'4,(20 +et—o)(t—z+ ct))H(o‘, 7) dodr  (45.330)
A(atet, z—ct)

com H dado em (45.325). A esta solugdo pode-se chegar também por outros métodos, como o método da fungio de
Green e ou o método da fun¢ao de Riemann, que discutiremos adiante.

Para a equagao de ondas, temos a = b = d = 0 e, nesse caso £ = 0. A solugdo u fica u(z, t) = H(zx — ct, © + ct), isto

flx+et)+ flz—ct) 1/”‘“: 1 E+n E—1n
(o, 1) = SErBtjw—ct) 1 $) ds + — FOEED S ey
u(, 1) 5 to)  wdstog f 5 e ) dédn
Afw—ct, a-+et)

No caso homogeéneo temos F' = 0 e, assim,

fla+ct)+ fla—ct) | 1 /””
AR/ A Akl

u(x, t) 3 % g(s) ds,

z—ct
que é a bem-conhecida solugao de D’Alembert encontrada em (45.129), pagina 2639.

Como esperado, uma simples inspegao da solugao geral (45.330), acima, comprova que a mesma respeita o principio
de causalidade de Einstein, tipico de sistemas hiperbdlicos: as influéncias que determinam a solugao u no ponto (z, t)
posteriores ao instante ¢’ = 0 encontram-se no cone de luz passado a (z, t) e posterior a t' = 0 (onde as condigbes iniciais
foram fixadas), ou seja, na regido {(2', ¥') € R?|(t —t')? —c*(x —a')? > 0, 0 < ' < t}. Essa regido ¢ o tridngulo indicado
na Figura 45.12, pagina 2689, e coincide com a triangulo A(z — ct, @ + ct), que surge na soluc¢do u, acima, quando este
é representado no plano x—t.

45.12 Aplicacoes do Método da Funcao de Green

Um método importante para a solugéo de equagdes diferenciais lineares nao-homogéneas, submetidas a certas condicoes
de contorno, é o chamado método da fun¢do de Green®®. Esse método é de relevancia tanto teérica quanto pritica em
diversas dreas da Fisica, como no Eletromagnetismo, na Teoria de Transporte (como na Teoria da Difusdo de Calor),
na Teoria da Elasticidade, na Mecanica dos Fluidos etc. Nesta Se¢ao vamos descrever operacionalmente como o método
funciona e tratar de diversos exemplos de aplica¢ao. Faremos uso de transformadas de Fourier e um certo conhecimento
prévio da nogao de distribuigdo serd também suposto. Tais nogoes sao desenvolvidas no Capitulo 39, pdgina 2162.

63George Green (1793-1841).
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Advertimos o leitor quando ao fato que, no espirito do presente capitulo, concentraremo-nos nos aspectos operacionais
do método da fungao de Green, deixando sua discussdo matematicamente precisa para o Capitulo 39, pagina 2162.

e O método da fungdo de Green

Vamos brevemente, e de forma matematicamente informal, descrever o chamado método da fun¢ao de Green para
a resolugdo de equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes e nao-homogéneas em um aberto conexo Q de
R™ submetidas a condigoes de contorno lineares e homogéneas na fronteira de 2, tais como condigoes de Dirichlet ou
Neumann.

Seja aq, ..., an um conjunto de n-multi-indices®® nao-nulos distintos com lag] < -+ < Jan|. Seja £ um operador
diferencial linear de ordem || com coeficientes constantes da forma

N . N Pl
L = ;akD = ;uk 781‘1“ onon
onde aq, ..., ay sao constantes. Consideremos a equagao diferencial linear com coeficientes constantes e nao-homogénea
Lu = h, (45.331)
definida em um aberto conexo Q C R™. A funcao h = h(z1, ..., z,) supostamente satisfaz certas condigoes, tais como

como um répido decaimento no infinito de algumas de suas derivadas (caso € nao seja limitado) ou outras que garantam
a existéncia de solugdes. Em muitos problemas sdo também supostas condiges de contorno lineares e homogénea sobre
u, ou seja, condigoes que u deve satisfazer na fronteira 99 da regiao 2, tais como condigoes de Dirichlet, de Neumann
ou condi¢oes mistas (sempre homogéneas).

Uma solugao fundamental associada ao operador £ ¢ uma solug¢ao da equagao
LoH(z, y) = 6(z—y).

De posse de uma solugao fundamental para £ podemos obter uma solu¢ao particular u, de Lu = h com

Uu,

P

= /H(-'Ea y)h(y)dy .
Q

pois, como se constata, Lup(z) = [, L2 H(z, y)h(y) dy = [, 6(x —y)h(y) dy = h(z).

A uma solugao fundamental podemos adicionar uma solugao da equagao homogénea £,V (z, y) = 0, obtendo-se,
assim, uma nova solugio fundamental: G(z, y) = H(z, y) + V(z, y). E evidente que £,G(z, y) = d(z — y) e que
u:= [, G(z, y)h(y)dy é também solugio de (45.331).

Em muitos casos, a fun¢ao V pode ser escolhida de forma a fornecer solugoes u que satisfagam as condigoes de contorno
ou subsididrias do problema do tipo mencionado. Uma solu¢ao fundamental G' que fornega uma solugao particular u
satisfazendo tais condigbes é dita ser uma fun¢do de Green do problema em questao.

E. 45.27 Ezercicio dirigido. ~ O método acima delineado pode ser ilustrado em um caso elementar. Considere o problema de
resolver a equagdo diferencial unidimensional u”/(z) = f(x), com a varidvel z restrita ao intervalo [0, 1], com a solu¢io u sujeita as
condices de contorno u(0) = u(1) = 0, sendo f : [0, 1] — C uma funcdo continua dada. Nesse caso, temos £ = % e a solugdo
fundamental procurada H(z, y), com z, y € [0, 1] deve satisfazer %H(z, y) = 6(z — y). Sabemos (vide E. 39.48, pagina 2236)
que uma solugdo particular dessa equagdo é H(z, y) = %(z —y+ |z - y\) Constate que a solugdo geral da equagdo homogénea
%V(z, y) =0¢éV(x, y) = A(y)z + B(y), com A e B sendo funcdes arbitrarias. Com isso, a solugdo fundamental mais geral do
operador £ = £ ¢ G(x, y) = 3(z—y+ |z —yl) + A(y)z + B(y). Impondo as condicdes de contorno G(0, y) =0 e G(1, y) =0,
obtenha A(y) =y — 1 e B(y) = 0 e conclua que a fungdo de Green procurada é G(z, y) = %(\z —yl+ 22y —x — y) Verifique que
u(z) = 01 3(lz — yl + 22y — @ — y) f(y)dy satisfaz u” = [ e as condi¢Bes de contorno u(0) = u(1) = 0.

O problema acima é um problema de Sturm (estudado na Secdo 19.2, pagina 1072) e a fun¢do de Green associada a ele foi obtida
com métodos distintos dos acima no Exercicio E. 19.11, pagina 1080. Ed

No que segue vamos mostrar como obter solugoes fundamentais e fungées de Green de alguns problemas de interesse
fisico.

64A nogio de multi-indice foi introduzida na Segdo 18.1, pagina 991.
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45.12.1 A Equacao de Poisson em Trés Dimensoes

Consideremos a equagdo de Poisson® em R?: Au = h, equacao essa que surge naturalmente em problemas de Ele-
trostatica. Uma solucao fundamental para a equagao de Poisson satisfaz

AgH(z, y) = Sz —y), (45.332)
z, y € R3. Seja H(p, y), com p € R3, a transformada de Fourier inversa (em relagio a varidvel ) de H(z, y):

3 1 - g
H(p, y) = W/m ePrH(z, y) d*x .

Como H(z, y) = W Jrs € P #H(p, y) d®p vemos que (45.332) fica

1 —ip-x 2 3
7W/,Rge IpI2E (p, y) d®p = d(z —y),
pois A e~ P'* = —||p||?e~*7'*. Tomando-se a transformada de Fourier inversa de ambos os lados dessa expressio, obtemos
—lplIPE (P, y) = 1 ey
. (271-)3/2
Logo,
H(z, y) = —L/ i) gy,
(2m)° Jw Pl

Para calcular esta integral, assumamos x # y e adotemos um sistema de coordenadas esféricas (r, 6, o) com r = ||p|| e

,”

com o eixo “z” coincidindo com a direcao de x — y. Teremos,

1 1 .
H _ -~ —ip (=) g3
(@ 3) & oo P

1 T e—ylcoso 2
_ R, —e r* senf drdfde
a7
— ,ﬁ /ﬁc (/7r eirlle—yllcos® sen0d9> dr
2m 0 0
1
u=cosf 77(2711_)2 /oc (/ c’"”"*yu“du> dr
0 -1

_ 2 /°° scn(’rH'l'*yH)dT
Jo

(2m)? 7l —yl|
3 11
dmflv =yl
A0S o0 sent gg _
Na tltima igualdade usamos que fo ST‘ dt = %
Assim, uma solucio fundamental para a equacio de Poisson em R? é
1 1
H(z, y) = ——7—— (45.333)
dmflz =y

para z # y. Uma soluc¢ao fundamental mais geral G é obtida adicionando-se a esta uma solugao da equagio de Laplace
(a equagao de Poisson homogénea) A,V (z, y) = 0:

1 1
Gz, y) = *EMJH/(I, y) -

65Siméon Denis Poisson (1781-1840).
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Do Teorema 46.1, pagina 2735, aprendemos, porém, que se exigirmos que V e seu gradiente em x decaiam rapidamente a
zero no infinito, entdao V devera ser identicamente nula. Assim, podemos afirmar que a fungao de Green para a equagao

de Poisson em R? sob as condi¢des lim |u(y)| =0e lim |y ||§u(y)H = 0 é aquela dada em (45.333). A solucdo
llyll—o0 lyll—o0
procurada da equagao de Poisson nesse caso serd, portanto,
1 h :
u(z) = W _ g (45.334)

A Jga llo =yl = 77
pressupondo, é claro, que a fungao h seja tal que a integral acima esteja bem definida e seja tal que as condigoes de
contorno mencionadas sejam satisfeitas. Vide Teorema 46.2, pagina 2736.

Em muitos casos a fungao V' pode ser escolhida dentre as solugoes da equagao de Laplace de sorte fornecer uma
solugao u que satisfaca condigoes de contorno na fronteira de uma regiao finita Q. Esse tema nao serd desenvolvido aqui,
sendo tratado no Capitulo 46, pagina 2732. Vide também [467] ou [277].

45.12.2 A Equacao de Difusao Nao-Homogénea

Consideremos a equagao de difusao nao-homogénea em n dimensoes espaciais

17
(5 — DA) u(z, t) = h(z, t), (45.335)
comz = (21, ..., z,) € R" e com D > 0, constante. Para esse caso, interessamo-nos pela solugio fundamental associada

ao operador de difusao L = % — DA, ou seja, pela solugao G de
d .
(5 - DAx) Gz, t; 2/, V') = 6(x—a")o(t—t), (45.336)
[é
comz, 2’ € R" e t, t' € R. Seja é(pv po; @', t') a transformada de Fourier inversa de G em relagao as varidveis (z, t):

~ 1

G(p, po; o', t') = / ePTHPt Gy 1 2 ) d"adt
Rt

(2m)ni/2
com p € R" e pp € R. Como
1 ip-z—ipot A n.
Gz, t; o', ') = W/ Ler P! G(p, po; @, t') d"pdpo (45.337)
R™

temos por (45.336) que

1 iy . " A
G € (it DI Glp. o ) o = Bz =)ot 1),

onde ||p||? = p? + - -+ + p2. Tomando a transformada inversa de ambos os lados em relagio a (z, t), teremos

. . 1 o tipot! .
(—=ipo+ DlpI*)G(p, po; @', t') = Wﬁwm Hipot (45.338)
Assim, temos de (45.337)
¢ . i g eﬂp-(m—m’)—zpn(r,—t’) o
c, 42, ) = " pd,
(062 ) = G [, DT

i —ip-(z—a') = eiim(tii/) ] dr
- <27r><"+1>/m,n“ /,wpmm\pu?“’[’ .

0 etrolt )dpo pode ser calculada pelo método de integra¢ao no plano complexo. Temos

A integral f—oc STDTRTE

/oc e—ipo(t—t’) . R e—ipn(t—z’) 4 . e—iz(c—t’)
im ——————dpg = lim

————dpy = - ——dz,
oo P+ iD]p|]? R=00 J_g po +4D||p|? R=oo Jep, 2 +iDllp))?
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. G
-R
R R
R
Z
Figura 45.13: Os dois caminhos de integracio Cr em C. Em ambos 2o = —iD||p||?. O esquerdo é tomado caso t —t' < 0

e o direito caso t — ¢’ > 0.

onde Cg é uma das duas curvas em C exibidas na Figura 45.13, pagina 2696, a escolha sendo feita de acordo com o sinal
det—t.

' . s . . . . .
W exibe uma tinica singularidade, de tipo polo simples, em 2o = —iD||p||? =
20, nimero complexo esse que tem parte real nula e parte imagindria negativa (vide Figura 45.13).

A fungao de varidvel complexa z —

No caso t —t' < 0 nao ha singularidades dentro da regiao limitada pela curva Cg e, portanto, fCR ﬁ dz =0.

No caso t —t' > 0 o integrando possui um polo smlples em zy = —iD|[p||?, como mencionamos. Assim, a férmula integral
7;»(2 ! 4 2 . W =
de Cauchy diz-nos que nesse caso vale §, N W dz = —2mie= PU=IPI" (o sinal “” em frente dessa expressio sendo

devido ao fato de a integragao ser, nesse caso, tomada no sentido horario). Temos, portanto, no caso geral

o—iz(t—t") -

= _H(t — ")2mie- Pl

£, = 4~ e |
) 1, sex>0,

onde H é a fungio de Heaviside®: H(z) := Vide (39.174). Temos, portanto,
0, sex<O0.
Glo. t: o/ t) = H(t—t o~ ip-(z=a")=D(t=t")||p* gn
@tat) = Hi—t)ge [ o »

_l==a')?
(=]
H(tft’)L/ =Dt |ptizEaty d"p

_l=—ay?
e 1D(—t)

= Ht—t)—m—— .
(t f)(47rD(t7t’))"/2

A integral Gaussiana, acima, pode ser calculada de diversas formas (vide, por exemplo, (39.72) ou (39.77)). Assim, a
solugao fundamental do operador de difusao é

_l==2')?
e 4Dt

(4=D(t — t))"*

Gz, t; 2/, ) = Ht -t (45.339)

660liver Heaviside (1850-1925).
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e temos para a equagao de difusdo nao-homogénea (45.335) a solugao

/ Gz, t; o', ) (2, t') d"a' dt’ / / 7mh(w’, t)d"a dt’ .
» (4mD(t—t'))

E interessante observar que a solugao acima obedece o principio de causalidade (“causas precedem seus efeitos” ), manifesto
no fato que o valor de u no instante ¢ depende dos valores de h em instantes ¢’ com ¢’ < t e ndao dos valores futuros com
t >t

45.12.3 A Equacao de Ondas Nao-Homogénea em n + 1-Dimensoes

Vamos agora considerar a equagao de ondas nao-homogénea em n + 1 dimensdes, i.e., n dimensoes espaciais e uma
temporal com n > 1. Vamos desenvolver algumas ideias para n arbitrario e depois iremos nos especializar nos casos
n=3,n=2en=1. A equagao considerada é

1 0
A— e u(z, t) = h(z, t). (45.340)
z € R", t € R, com ¢ > 0, constante. No caso n = 3, essa equagao ¢ de suma importén(‘ia em Fisica, sobretudo na
Eletrodinamica. O operador diferencial a ser considerado é o operador de onda L = A — TW cuja solugao fundamental
a ser obtida satisfaz,

1 0? a1 / ’
(AI - {’_QW) Gz, t; ', ') = d(z—a2")o(t—1'). (45.341)

Seja a(p, po; @', ') a transformada de Fourier inversa de G em relagao as varidveis (z, t):

~ 1 in-
Gl s €)= s [, TG 4 O
com p € R™ e pgp € R. Como
1 —ip-z—ipot (3 m E
Gla, t; 2/, ') = W/an e~ PTGy po; af, t) dMpdpo (45.342)

temos por (45.341) que
1 ipa— - .
G T = 1) G s ) i = 3= )i )
onde ||p||? = p? + - -+ + p2. Tomando a transformada inversa de ambos os lados em relagio a (z, t), teremos

2

c — ,
3 = AP G, pos o/, 1) = melwﬂw . (45.343)

Uma distingio importante entre essa relagao e (45.338) é que o fator (p§ — ¢?||p||?) possui zeros reais (para po) em
po = £c|p||, enquanto que em (45.338) o fator (ipo — D||p||?) possui apenas o zero complexo em py = —iD||p||%. Esse fato
se reflete na importante observagao de que a solucao G de (45.343) é determinada a menos de uma combinagao linear

! A 1
Y+ (p, o, t)mé(po —clpl) +7-(p, o', t) H 1 3 (po +c|pll)

pois, recordando o fato que zd(z) = 0, temos que

1 1 N
v+, ', ) (po + cllpll) (po *C\\p\l)mé(m —clpl) = 1+, 2", t')2CHpHm(m =cllpl)d(po —clipll) = 0,
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e analogamente com o termo com 7_. Dessa forma, podemos escrever

A ¢ el it 12(p, @/, )

g (p, a', 1)
G(p, po; o/, t') = + 0
@) D72 (po — e|lpll) (po + cllpll) [

. v-
8(po — cllpll) +
(po = clipll) Il

(po +clpll) ,

e de (45.342) obtemos

2 o—ip(z—a')=ipo(t—t')

Gz, t; o/, ') = —% / d"pdpo
)= @ Sy oo —<llol) (o £ <l

1 Y0, & V) ipaicipt
(-ipa—iclplie gn.
+<27r><"+‘>/2/ ST v

1 Y=, &', ) ipticlplt m .
G f, T s

com v+ estando por ora indeterminadas. E relevante observarmos que os dois tltimos termos sao solugoes da equagao de

~ o2 . ~ —ip- - ~ ~ ~ .
ondas homogénea (Az - } 0 ) u(z, t) = 0, pois as fungdes e~ P *FellPllt 530 solugdes dessa equagio. Assim, de acordo

com nossas observagoes gerais, esses dois tltimos termos podem ou nao ser adicionados & solu¢ao conforme a conveniéncia.
Vamos agora nos concentrar no primeiro termo da ltima expressao, que vamos denotar por Go(z, t; 2/, t'). Temos

Gof , ,) 2 e~ ip(z—a)—ipo(t—1t") Pod
o(z, & o', t) = / pdpo
@m)m L Jgass (po = ellp]l) (po + cllpll)

2 / / °° o dpo | e @) d"p . (45.345)
= — —————————dpy | e ’ p. 345
@m) T Juo \ o (o — cllpl) (po +cllpl) *°

As integrais acima devem ser entendidas no sentido de valor principal e vamos passar agora a delicada tarefa de calculd-las
e analisd-las. A integral em py, que denotamos por I(t —t'), é dada por®”

g e—ipo(t—t")
It—t) = lim limIg (t—1t), onde Ip (t—1) = / ————dpo , (45.346)
R—o00 €0 Jra, o (po = cllpll) (po + cllpll)

com L(R, €) sendo a unido dos intervalos de R indicados na Figura 45.14, pagina 2699, isto ¢,
L(R, &) = (=R, —c|pl =€) U (=clipll +e cllpl =€) U clpll +¢ R)
ou seja,
( ) —cllpl|—e e—ipo(t—t")
Ig (t—t) = / s dpo
~R (po = clpll) (po + cllpll)
<|lpll—e e—tpo(t—t') R e—ipo(t—t')
+/ —d])0+/ 7~ dpo -

ellpl+e (o = cllpll) (po + cllpll) elpli+e (po = cllpll) (o + c|pll)

I(t —t') é melhor calculada encarando as integrais acima como integrais no plano complexo e escrevendo

, g e—iz(t=t") e—iz(t—t") d e—iz(t=t)
I (t—t :/ _ dzf/ _ dzf/ ———dz,
et =) Jpg,. (2= cllpl) (= + ellpl) Jay . (2= clpl) (= + clpl) Jaa . (2= clpl) (= + clpl)

onde Bg, e, A1, e € Az ¢ sao indicados na Figura 45.15, pdgina 2699. A; . é um semicirculo de raio € centrado em —c||p||
e Az ¢ é um semicirculo de raio € centrado em ¢||p||.

67A ordem dos limites em (45.346) ndo pode ser alterada.
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2¢e 2e
R | R
-R % 0 %o R

Figura 45.14: Os trés segmentos com maior espessura representam o conjunto de segmentos de reta L(R, €). Acima,
20 = c[lp|l-

A Le Az,e
(N (N
» ; -
-R -7 0 Zq R

Figura 45.15: O caminho de integragao Bp, ., conectando —R a R com os semicirculos Ay ¢ e Aa .. Acima, zo = ¢|p|.
Aj, ¢ é um semicirculo de raio € centrado em —c||p|| e Az, ¢ é um semicirculo de raio € centrado em ¢|[p||.

Vamos agora estudar cada uma das integrais acima, comegando pela integral em A; .. Os pontos em A;, . podem ser
parametrizados por um angulo 6 € [0, 7] como z = —¢||p|| + €€’ com dz = ie?df. Assim,

e—iz(t—t") . [0 e—ieet? (t—t") )
/ e o gelpliet) / e i,
A (z=cllpll) (z + clipll) —x (= 2c||p|| + eci®) (ee??)

. W 9 | ¢ . . . . . ~ . y
o sinal “” antes do fator ¢’IPI(¢=t) do lado direito sendo devido ao fato de a integracdo se dar em sentido horario.

E evidente que no limite € — 0 o lado direito converge a %% Analogamente, a integral em As . converge a
—%% no limite € — 0, e temos
i etellpllt—t) i giclpli—t)
I(t—#) = lim lim Jg (t —t) + — -z (45.347)
Rpo0 =20 2¢ il 2¢ pll
onde

Jrl(t—1t) / ey
et — = —dz .
o Jo. (2= clipll) (= + cllpll)

Antes de calcularmos Jg, ((t — t'), é importante observarmos que a contribui¢ao dos dois ultimos termos de (45.347) a
Go(z, t; o', t') (vide (45.345)) é

icm (’._’CHPH(L_L>€,,vp_(r,m/) dhp— icm e’c”p”“_L>€,,vp_(r,m/) &y
2@2m)" g el @m) e el

e a contribui¢ao desses dois termos a G(z, t; 2, t') (vide (45.344)) pode ser absorvida nos dois 1ltimos termos de
(45.344) pela substitui¢ao

icm
+ 2(27T)(n+1)/2

Ye(p, ', t) — yx(p, s 1) eipe Eiellpllt’



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2700/3042

Passemos agora & determinacao de Jg, (t — t'). Utilizando uma técnica bem-conhecida de integracao complexa,
podemos substituir a curva B, . por uma das curvas fechadas Cg, . indicadas na Figura 45.16, pagina 2700, dependendo
de t — t' ser positivo ou negativo, desde que a integral sobre o arco de circulo Ag (vide Figura 45.16) vd a zero quando
o limite R — oo for tomado.

AR

Figura 45.16: Os caminhos de integragao Cg, . (curvas fechadas) e os semicirculos Ay ¢, Az ¢ Ag. Acima, zy = ¢|p|.
Ai, ¢ é um semicirculo de raio € centrado em —c||p|| e Az ¢ um semicirculo de raio € centrado em c||p||. Por sua vez, Ag
é um semicirculo de raio R centrado em 0. Os eixos horizontal e vertical sao os eixos real e imagindrio, respectivamente.
O caminho de integra¢ao Cg, . & esquerda é tomado quando ¢ —¢' < 0 e o caminho de integracdo Cg, ¢ & direita é tomado
quando ¢t — ' > 0. No interior da regido delimitada pela curva Cg, . & esquerda nao ocorrem polos do integrando, mas
sim no interior da regido delimitada pela curva Cg, . a direita, a saber em 4z.

Para t — ' < 0 devemos fechar a curva por cima e para t — ' > 0 devemos fechar a curva por baixo (vide Figura
45.16). No caso t —t' < 0 a integral em Cp, . anula-se, pois o integrando nio possui singularidades no interior da regiao
delimitada por Cg, . No caso t —t > 0 a integral em Cg, . é nao-nula, pois o integrando tem dois polos simples no
interior da regiao delimitada por Cg, ., a saber em py = =c||p||. De acordo com a férmula integral de Cauchy o resultado

da integral ¢ —2mi (% %), o sinal “-” global sendo devido ao fato de a integral ser tomada em sentido
hordrio. Assim, para todo t — ¢’ temos
i icllpll(t—t") —ic|pl|(t—t") 27 sen(c t—t
Tt —t) = H— )™ (€D TN 2 senelple = 1)
c [Ipll lIpll c lIpll

A contribuigao dessa expressio a G(z, t; 2/, t') define a chamada fun¢do de Green retardada, denotada por Gyt (2, t; o/, t')
e dada por

ic 1 . N , 1 N ,
Crarle, t; &/, 1) = H(t—t')—" (/ L pielple=t)=in(e=s) gy, / L iellpll =t =ip-(z =) d"p)
" 2(2m)™ \Jg~ llpll we [Pl
sen(c t—t y
= CHi- )G / sen(clpll(t — #)) Hﬁ!f‘ ) piv =2 g, (45.348)

O calculo das integrais em (45.348) depende fortemente da dimensido n e no que segue iremos nos especializar nos
casos fisicamente mais relevantes, a saber n =3, n=2en = 1.
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45.12.3.1 A Equacao de Ondas Nao-Homogénea em 3 + 1-Dimensoes

Vamos agora calcular as integrais em (45.348) no caso n = 3. Adotando um sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

«,

com 7 = [|p|| e com eixo “z” na diregdo de x — 2, teremos p - (x — ') = r|lz — 2’| cosf e

/ L giclpli(t—t)—ip-(a— S - / / / gier(t=t)=irle=a'[c030 2 sn0 drdfdes
R3 ‘F” —nJo

_ o0 /‘7r /OQ efcr(L—L’)—iTHp—z’H cos0 1. gond drdf
0 0

— 271' gier(t=t") (/ 97"“17”‘|°°59s9119d9> rdr
0
1
u=cos 0 277 pier(t—t') (/ P—n*”;t—z'Hud,“) dr
1
_ . b2 / < c(t—t)+llw—a'l]) _ Lr((:(t—t’)—Hmfml\I)) ar
ille = a[| Jo
e, analogamente,
/ el ems) g3, 2_”/ (
e [Ipl e —a'll Jo

0
roor 27 / ct=tytla—a'll) _ gir(e=t)=lle=2"l) ) gy
il =] J-

“llo—a1) _eir(—ca—t’)wx—z’u)) ar

Com isso (45.348) fica

Grey(z, t; 2/, t) = LL(ti t) (/Do eir(c(tii/HHl*z[H) dr — /°° eir(c(tit/)f‘w*’,”) dr)

872 Jlz —a'|l \J-oo
s poO ’ z—a’ : xT—x
sizer 1 H({t-t) / ew(u,ﬁ )4 L= H)dsf/ ((: -1 u) s
82 o — 2’|l \J-wo —oo
(30.83) 1 H(t—t) N Jle—a
= —— 5 (t—-t)+ —
e =y PO

sendo que, na ultima igualdade, usamos o fato que
6(x —mo), sexp>0,
H(@)6(e — w0) =
0, se xg < 0.

Reunindo nossos resultados e retornando a (45.344), obtemos que

Gl 2/, ) = ——— L5 ((H/)_M)

dr ||z — 2’| c

L[ OO iy L[ SO i
L1 ) emipielplit g3y, 4 o T V) ipatielplit g3,
4m? lIpll ar? Jrs ol
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Até o presente as fungoes v+ estdo indeterminadas, mas é o momento de fazermos certas escolhas baseadas em
imposigoes de natureza fisica as solugoes. Impondo o principio de causalidade, devemos adotar v+ = 0, o que nos leva a
chamada fun¢ao de Green retardada,

1 1 ||z = a'||
Gret(z, t; 2/, t) = —— 6 ((t—t) - —— 45.349
o 0! 0) o= = (=) - (15.349)
como uma solugao fundamental do operador de onda A — :—2 g—i em 3+ 1-dimensoes. De fato, a expressao do lado direito

¢é nula caso t < t' e conduz, como logo veremos, a solugoes que satisfazem o principio de causalidade. Com (45.349)
obtemos para a equagao (45.340) a importante solugao

& (45.350)

. 1
Upet(, 1) = / Gret(z, t; 2/, )Y h(2!, t) dB2'dt) = —— /
JRre 4m s
denominada solugao retardada da equagao de ondas nao-homogénea (45.340) em 3 + 1-dimensoes.

E evidente da expressao acima que o valor de u,; no ponto  no instante ¢ depende dos valores de h nos instantes
t— ”L;FLU, anteriores, portanto, a t. Isso pode ser interpretado como dizendo que a “informagao” contida no valor de h
em um certo ponto nao chega simultaneamente a ¢, mas sim com um certo retardo devido a finitude de propagacao
de informacgao. O parametro ¢ pode, assim, ser interpretado como a velocidade de propagagao de “informac¢ao” em um
sistema fisico obedecendo (45.340).

A solugio (45.350) manifestamente satisfaz também o principio de Huygens, ao exibir o fato que u(z, t) depende
somente dos valores de h na superficie do cone de luz passado centrado em (z, t), ou seja, em {(x’, t') e ]R4{ (z —a')%—
At—t)? ¢ <t}

E interessante notar também que se formalmente tomarmos ¢ — 0o a equagao (45.340) transforma-se na equagao de
Poisson Au = h em 3 dimensées espaciais e a solu¢ao (45.350) transforma-se na solugao (45.334).

e A funcao de Green avangada

Durante o tratamento que nos levou a (45.349) e a (45.350) fizemos algumas escolhas que, sem que o disséssemos,
visavam alcangar solugbes que respeitassem o principio de causalidade. A mais importante dessas escolhas foi a de
escolher os arcos A;, . e Ay . passando por cima dos polos %¢|[p||. Se tivéssemos escolhido ambos os arcos passando por
baixo desses polos, como na Figura 45.17, pagina 2703, teriamos chegado a chamada fun¢do de Green avangada,

5 ((t —t)+ M) (45.351)

c

1 1
A ||z — /||

Goo(z, t; 2/, ) =

como uma solugao fundamental do operador de onda A — C%g—; em 3 + 1-dimensdes. Com (45.351) obtemos para a
equagio (45.340) a solugio

hia [lz—=a"]|
Ugo(, 1) = / Gavla, t; o, ') h(a!, t') dP2'dt = L / Mt ) a3 (45.352)
av (T, Jpa Gl B2 s z i Juo e =] , -
denominada solugdo avangada da equagio de ondas nao-homogénea (45.340) em 3 + 1-dimensoes. A solugdo expressa
em (45.352), ainda que seja uma solugio matematicamente legitima de (45.340), nao respeita o principio de causalidade
pois, como se percebe, o valor de uq,(x, t) depende dos valores de h em instantes de tempo posteriores a t.

A primeira vista pode surpreender o estudante que solugdes desse tipo existam, mas ¢ preciso recordar que o operador
de onda A — (%% ¢é invariante pela reversao temporal ¢ — —t (propriedade nao satisfeita pelo operador de difusao
% — DA). Desse ponto de vista, ¢ natural pensarmos que a toda solugao causal como uyet(z, t) corresponde uma
solugio nao-causal uret(z, —t). O descarte de solugoes avancadas na equacao de ondas nao-homogénea nao tem origem
matemadtica, mas deve-se a um requerimento de origem fisica: a crenga de que causas precedem seus efeitos.

Nesse contexto é de se observar também que no caso da equagao de difusao o principio de causalidade surgiu natu-
ralmente, ndo precisando ser imposto por uma restrigao & soluc¢ao. Tal se deve ao fato de que o operador de difusdao nao
ser invariante por reversao temporal ¢ — —t. Isso se deve & natureza irreversivel de processos difusivos, fato intimamente
ligado & Segunda Lei da Termodinamica.
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Figura 45.17: O caminho de integracdo Bp, . e os semicirculos Ay . e As ., agora passando ambos por baixo das singu-
laridades em +z¢ = +¢||p||.

45.12.3.2 Aplicagoes a Eletrodinamica. Potenciais Retardados e Equagoes de Jefimenko

Nesta segao aplicaremos o método das fungdes de Green para encontrar as solugdes gerais das equagoes de Maxwell
da Eletrodinamica, um resultado, obviamente, de grande importancia na Fisica. Essas solugoes sao conhecidas como
Equagoes de Jefimenko, ou Solugoes de Jefimenko.

No chamado sistema internacional de unidades (SI) as equagdes de Maxwell®® fora de meios materiais sdo

v.E = 2, (45.353)
€
VB = 0, (45.354)
- 10E -
VxB = 555+l (45.355)
- B
E = 95 45.:

v x o (45.356)

onde IE e B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, p sendo a densidade de carga elétrica e J sendo
a densidade de corrente elétrica. As constantes €y e pp sao denominadas permissividade do vdcuo e permeabilidade
do vdcuo, respectivamente. A constante ¢ = (;Loeo)’l/ 2 ¢ a wvelocidade da luz. Seus valores numéricos aproximados
atualmente aceitos (no sistema SI) sao

co = 8,8541878188(14) x 1072 C% - kg™ ' - m 2. 5%, o = 1,25663706127(20) x 10°°C 2. kg-m e ¢ = 299.792.458 m/s .

Como ¢ bem sabido do Eletromagnetismo, uma consequéncia imediata das equagdes acima ¢ a lei de conservagao
de carga elétrica, expressa na equagao %f + V- J =0, dita equacdo de continuidade. Verifique-a, tomando a derivada
temporal de (45.353), usando (45.355) e o fato de o divergente do rotacional de um campo suave ser nulo.

Para p e J dados, decaindo rapidamente a zero no infinito espacial, as equagoes de Maxwell podem ser resolvidas da

seguinte forma. Das equagdes V-B =0 e VxE= 7%—f escrevemos
- - oA
B =VxA, E = -V ~ o (45.357)
Os campos ¢ e A sdo denominados potencial escalar (ou potencial elétrico) e potencial vetor, respectivamente. Com isso,
as equagoes V - IE = & e VxB = pugl+ :7%” ficam
oV -A P =~ 10¢ 10%A
—Ap——— = — ] VA+S— | -AA+ 5 —5 = pod 45.358
¢ ot € ¢ v ( tEa 2 Ot? Ho (45.358)

68 James Clerk Maxwell (1831-1879).
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onde usamos o fato que para qualquer campo vetorial C duas vezes diferencidvel vale
Vx (VxC) = V(V-C)-AC. (45.359)

Vide (4.29), pdgina 325. Vamos agora provar que podemos escolher os campos ¢ e A de sorte que valha (45.357) e de
sorte que valha também a chamada condi¢do de Lorenz®:
106
2 ot

com o que as duas equagoes em (45.358) transformam-se em
10

+V-A =0, (45.360)

2 2
¢ P 10%A
A¢ — 2o = o e AA — 2 = —pod . (45.361)
Seja A = A(z, t) um campo escalar e definamos
= A
A= A+VA e - %—t . (45.362)
E facil constatar que
= = = oA = A
A = A =B —-V¢ - = V- =E.
V x V x e V¢ o Vo i

Assim, A’ ¢ ¢/ poderiam ser usados em lugar de A e ¢ em (45.357), pois produzem os mesmos campos elétrico e
magnético. Devido a essa propriedade de manterem invariantes as grandezas fisicas E e B, as transformagoes (45.362)
sao entendidas como transformagoes de simetria do sistema que consideramos e sdo denominadas transformagoes de
calibre, ou transformagées de “gauge”. Vamos agora supor que ¢ e A nio satisfacam a condi¢io (45.360). E facil

verificar que
1 / 19¢ 102
V~A’+7a(¢ = V»A+f,0¢+(A)\— 9 A)
c ot c

Logo, se A for tal que

102\ 10¢
A—S— = — A+ S — 45.
2 ot? (V * c? (?t) ’ (45.363)
teremos satisfeita vy
A+ 229
V-A'+ =z 0

que ¢ a condigao (45.360) para ¢’ e A’. A equagio (45.363) é uma equagdo de ondas nao-homogénea para A e uma
possivel solugdo é, como vimos, a solugio retardada™

V- A+ L2

1 < ot

Az, t) = ¢ / ( - Oi, v )dsz/'
T JR3 [l — a7

Assim, existe um campo escalar A satisfazendo (45.363) e um par de campos ¢’ e A’ satisfazendo (45.360) produzindo
os mesmos campos | e B, como querfamos mostrar.

Concluimos que podemos supor ser (45.360) verdadeira e, retornando a (45.358), constatamos que se tratam novamente
de duas equagoes de ondas nao-homogeéneas, possuindo as solugoes retardadas

‘ 1 pla, t— L J
R R

dreg |z — 2’| Am

- Ll
<) p

: 2. (45.364)
flz — 2|

%9Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891). O nome de Lorenz é frequentemente confundido com o de Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
Lorenz foi um fisico dinamarqués enquanto que Lorentz foi um fisico holandés, ambos tendo dado contribui¢es importantes a Eletrodinamica.
Curiosamente, muitos livros-texto denominam incorretamente a condigao de Lorenz como “condi¢ao de Lorentz”, talvez devido ao fato de
a condigio de Lorenz ser invariante por transformagdes de Lorentz. Vide também comentdrios da pagina 294 da terceira edigdo de [277].
Na Optica existe uma importante equagao denominada Equacao de Lorentz-Lorenz, ou Relacao de Clausius-Mossotti (Ottaviano-Fabrizio
Mossotti (1791-1863), Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822-1888)).

70Neste caso, a solugio avangada (ou uma combinagao linear convexa das duas) também pode ser tomada, j& que nao hé a necessidade de
se impor a condigao de causalidade para a o campo auxiliar A, posto que o mesmo nio representa uma grandeza fisica.
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Esses sao os chamados potenciais retardados (escalar e vetorial, respectivamente). Recordemos que essas niao sao as
solugbes mais gerais de (45.361), pois a elas ainda podemos adicionar solugdes ¢, e A, da equagao de ondas homogénea.
Com os potenciais ¢rer + ¢n € Ayer + Ap podemos calcular os campos elétrico e magnético IE e B usando (45.357). Esses
potenciais ¢rer + ¢n € Ayer + Ay, contém as contribuigoes das fontes de cargas e correntes elétricas p e J (em ¢rer € Ayer)
e de ondas eletromagnéticas vindas do infinito (em ¢y, e Ay).

e As equagoes de Jefimenko

E. 45.28 Ezercicio.

1 / |z — 2’| z—a' 1 z—2a [(9p / |z — 2’|
E, , t) = , t— - s\ 37 ,t———
ree(@, 1) = /m [” (z e Jle—oF T ele—wpE \or ) " <

- 7)} d*z’ (45.365)

Usando (45.357) e (45.364) obtenha os campos elétrico e magnético retardados

e

/

o ' ') (0T / 3 .
Bret(z, t) = ﬂ/ﬁs [J] (z Jt— - (E ', t— P d’z’ . (45.366)
As equacbes (45.365) e (45.366) sio denominadas equacdes de Jefimenko™ . E interessante, e recomendado ao estudante, comparar
(45.364), (45.365) e (45.366) as solucdes (46.33) e (46.34) da Eletrostitica e da Magnetostatica.

As equagdes de Jefimenko representam a solugdes das equagdes de Maxwell para campos produzidos por uma dada distribuicdo de
cargas e correntes localizadas em um passado finito, ndo incluindo campos eletromagnéticos provenientes de fontes localizadas no infinito
passado.

E um tanto surpreendente e curioso que as equacdes de Jefimenko (45.365) e (45.366) aparentemente sé foram apresentadas e
discutidas em sua forma acima nos anos sessenta do Séc. XX. A referéncia do trabalho original de Jefimenko € o livro-texto listado em
[282], de 1966. No entanto, as equagdes de Jefimenko parecem ter surgido pela primeira vez (em uma versdo equivalente aquela acima)

na edi¢do de 1962 do livro de Eletromagnetismo de Panofsky e Phillips (ref. [420]). Para um texto mais recente, vide [277]. "
E. 45.29 Ezercicio. Tomando o rotacional de ambos os lados das equacdes de Maxwell VxE= 7%—? eVxB= 71;%—:‘“ + pod,
usando essas mesmas equagdes e (45.359), obtenha
= 21 19°E = = 19°B
V(V»]E)fA]E—fm,Ef:zW e V(V«]B)fA]B—;LUVxllf(TZW,
Usando as duas equagdes de Maxwell restantes V - & = ;% e V- B =0, obtenha disso
1LO°E 1 (g 107
AE- - — = — == 45.367
2 o €0 (Vp+ 2 6t> ’ (45:367)
19°B =  an
AB — e = —puoV x J. (45.368)
Trata-se novamente de equagdes de ondas ndo-homogéneas e obtenha para as mesmas as solugdes retardadas
1 1 = 107 / le =21\ 5.0
Eret (2, = - < , t— . 45.:
(@ 1) - /R Fe (Vp+ -5 ) (z - 2=ty oy (45.369)
_ ko 1 3.0 E g
Bra(n, 1) = 7 T ) &' (45.370)

Analogamente as equacdes de Jefimenko (45.365) e (45.366), as expressdes (45.369) e (45.370) também fornecem os campos elétrico
e magnético em termos das fontes de carga e de corrente retardadas. A relagdo de (45.369) e (45.370) com as equacdes de Jefimenko
(45.365) e (45.366) ¢ estabelecida no Exercicio E. 45.30.

Note que nas expressdes (45.369) e (45.370) comparecem nas integrais do lado direito derivadas espaciais das fontes p e J, em
contraste com as equacdes de Jefimenko (45.365) e (45.366). Uma vantagem das equacbes de Jefimenko sobre (45.369) e (45.370)
estd no fato que com aquelas é mais facil obter o limite da Eletrostatica e Magnetostdtica (quando p e J independem do tempo) e suas
corregdes. -

710leg Dmitrovich Jefimenko (1922-2009).
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E. 45.30 Ezercicio. Obtenha as equacdes de Jefimenko (45.365) e (45.366) a partir de (45.369) e (45.370). Sugestdo: 1% Prove
usando a regra da cadeia que

A sy llz =2’ _ (o sy llz =2’ 1 @ sy llz — 2| z—a
v (p (T t B = (Vp) (2, t - + 2 ', t - To—al (45.371)

onde V' é o gradiente em relagdo a z’ e por (6;)) entendemos a fungdo gradiente de p. 2> Prove usando a regra da cadeia que

o B o . o o
¥ (1o - BT o @) (o, 2oy L0 (0 ety st (45.372)
c c c \ Ot c ||z — |

onde V' x é o rotacional em relagdo a z’ etc. 3> Use integracdo por partes. Ll

e As equagoes de Jefimenko na presenga de monopolos magnéticos

No caso de haverem fontes monopolares de campo magnético (ndo hd presentemente evidéncia experimental de sua
existéncia no mundo real”) as equagdes de Maxwell fora de meios materiais devem supostamente assumir a seguinte forma
no chamado sistema internacional (SI) de unidades (com a convengao adicional de que a unidade de carga magnética ¢
Ampere x metro):

vVE = 2| (45.373)
€
V-B = puopm - (45.374)
- 10E
- to® 5
VxB = FEaeT + poJe (45.375)
= OB
E = ——& - m s 45.:
V x 5 1o, (45.376)
com ¢ := —-— onde I e BB sdo os campos elétrico e magnético, respectivamente, p. sendo a densidade de carga elétrica,

VHo€o
J. sendo a densidade de corrente elétrica, p,, sendo a densidade de carga magnética e J,, sendo a densidade de corrente

magnética.

E. 45.31 Ezercicio. Novamente, uma consequéncia imediata das equagBes acima € a lei de conservacdo de carga elétrica, expressa
na equagdo de continuidade %‘Z—“ + V- J. = 0 e da carga magnética, expressa na equagdo continuidade %;Lm + V- J,, = 0. Verifique a
primeira tomando a derivada temporal de (45.373) e usando (45.375) e a segunda tomando a derivada temporal de (45.374) e usando
(45.376). Em ambos os casos, use também o fato de o divergente do rotacional de um campo suave ser nulo. £

No caso das equagoes (45.373)-(45.376) ndo é mais possivel introduzir os potenciais A e ¢ e escrever IE e B na forma
(45.357), mas para pe ¢ Je, pm e Ty, dados, suaves e decaindo rapidamente a zero no infinito espacial, as equagdes de
Maxwell podem ser resolvidas de forma anéloga ao caso anterior, sem monopolos magnéticos. Esse é o contetido do
exercicio que segue.

E. 45.32 Ezercicio. Tomando o rotacional de ambos os lados das equacdes de Maxwell (45.376) e (45.375), usando essas mesmas
equagdes e (45.359), obtenha

= 10°E a1 = = 19°B = f10 0 J
V(V»]E)—A]E:—;2 FTES —,uoa—f—,roXJm e V(V‘]B)—A]B:—;207+;LOV><.L—C—28—[".
Usando as duas equagdes de Maxwell restantes V - [E = f—z e V- B = popm, obtenha disso
10°E 1 /= 107 12 .
A]E—(fZ 2 -« ( pp+cfz o +67V><J]m) s (45.377)
19°B = 10, = e
AB — o = Mo (me t@ o V x JIF) . (45.378)

72Para um artigo de revisao relativamente recente, vide, e.g., Kimball A. Milton, “Theoretical and experimental status of magnetic mono-
poles”, Rep. Prog. Phys. 69, 1637-1711 (2006).
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Trata-se novamente de equagdes de ondas ndo-homogéneas e obtenha para as mesmas as solugdes retardadas

_ 1 1 - 107, 1= , llz —a'|[\ s, .
Era(e, ) = —— /m ] (Vpg+ T TV JLn) (z t . &z, (45.379)
10 1 = 10Tm < , ||z — 2| 3 1
Bret(z, t) = —— [ —— - —"— ot — —— ) dP2 . 45.
ez, 1) b /R i (me+ S2m -9 xa) (), - o (45.380)

Ll

Analogamente as equagoes (45.369) e (45.370), as expressoes (45.379) e (45.380) fornecem os campos elétrico e
magnético em termos das fontes de carga e de correntes elétricas e magnéticas retardadas, e envolvem derivadas espaciais
das fontes. As equagoes de Jefimenko (sem dependéncias com as derivadas espaciais das fontes) para o caso correntemente
tratado sdo obtidas de (45.379) e (45.380) como no Exercicio E. 45.30. Isso ¢ feito no Exercicio que segue.

E. 45.33 Ezercicio. Usando (45.371) e (45.372) e integragdo por partes, obtenha de (45.379) e (45.380) as equa¢des de Jefimenko
na presenca de cargas magnéticas:

1 ’ ||z — 2| z—a 1 z—12' (Ope ’ lz — 2’|
Ere(w, t) = e (@, t— - - ) (et = —
oz 0 4meg /]R'a { [/) (L c | — o[ * cllz—a'||? \ ot v c
11 aJ. , ||z — 2|
- zr, t— —
|z —a'|| \ Ot c

lz—a'll (03w ( llz — ') z—a o
TR (2m ) (- 1220 LTV gty (45.381
+ o) (2. - e (45.381)

Bro(e, ) = £ pm (2, t— e -2\ _@—a +1 z—a'_(Opm 2’ 17—”17I,H
rettts A Jps A\ c [z —a|®  cllz—a/|? \ Ot o c
o1 1 0T o ||z — 2|
2z —a'|| \ ot o c
—a —a'|| (0T ||z — || z—a :
oy Ne=all =l (03N (o, =2l TP U By (45.382
+ [J]e (z, )t En T, P X Te—a° @' (45.382)

E interessante comparar essas relages as equacdes de Jefimenko originais (45.365) e (45.366). *

e Transformagoes de dualidade nas equagdes de Maxwell com monopolos magnéticos

Finalizamos com uma interessante, e possivelmente profunda, curiosidade sobre as equagoes de Maxwell com termos
de monopolos magnéticos:

E. 45.34 Egercicio. ~ Mostre que as equacdes de Maxwell com termos de monopolos (45.373)-(45.376) sdo invariantes pelas
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transformagdes lineares simultaneas

E E cosa  —sena E
— = , (45.383)
cB cB’ sena  cos o cB
pe pe cosa —sena Pe
— = , (45.384)
pmjc Pm/c sena  cosa pm/c
Je T, cosa  —sena Je
— = (45.385)
Jm /e I /c sena  cosa Jm /e

para cada o € (—, 7], sendo essse dngulo o mesmo nas trés transformagdes. Essas transformagdes sio denominadas transformagcées
de dualidade das equacées de Maxwell com monopolos magnéticos. Sugestao: observe que as equacdes (45.373)-(45.376) podem ser
escritas na forma matricial

E 1 Pe
v. - ; (45.386)
€
cB 0 pmjc
. E 0 -1 E J
v x -1 92 T (45.387)
c ot €0
cB 1 0 cB Jm /e

e use fato que as matrizes (%952 5o e (9 ') comutam. Acima, usamos as notacdes simplificadoras

E V-E E VxE
V- = e V x =

B V- (cB) B V x (cB)

Para mais discussoes sobre as equagdes de Maxwell com monopolos magnéticos, vide, e.g., [277].

45.12.3.3 A Equagao de Ondas Nao-Homogénea em 2 + 1-Dimensoes

Vamos agora nos dedicar & equagéio de ondas nao-homogénea em 2+ 1-dimensoes e vamos calcular as integrais em (45.348)
para n = 2. Temos

S pll(t—t nNoog
Grale, t; ', ) = 7H(t7t/)i/ %e”””’”‘){ﬂp. (45.388)
R2 '

Adotando um sistema de coordenadas polares (p, ¢) com p = ||p|| e com eixo “1” na direcdo de z — 2, podemos escrever

sen(c||pl|(t — ¢’ o S e[| cos
/ (ellpliC ))eﬂp.(lﬂ, ) d2p = / / sen(ep(t — #))e eI 1059 4y iy
R2 [Ipll - J0

De acordo com (16.195), pagina 953, temos f:r emirllz=a'llcose g, — 977, (pllz — z’H), onde Jy é a equacao de Bessel de
ordem 0. Com isso,

2m

gy [ (HH/G)”)‘“‘

Gralo 15/, ¢) = —H( =)= [ senleptt =) do(olle — 1) dp
0
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Agora, denotando y = Hg—:’H podemos escrever
c oo
Gret(z, t; o/, :—Ht—t'i/ sen(ys)Jo(s) ds
e, 5 2, 1) (=15 | sens)o(o)

’ c * . e . . .
—H(t—t )m Lm sen(ys)H (s)Jo(s) ds

= HE gy (/ oG ”O“d)

—H(t—t’)mlm (?’I[HJO](y)) , (45.389)

onde F~! é a transformada de Fourier inversa, tal como definida no Capitulo 39, pagina 2162 e H é a funcio de Heaviside,
definida em (39.174).

Vamos agora calcular F~1[H Jo](y) tendo em mente que, devido ao fator H(t — t') na expressio para Ge;, $6 nos
interessa o caso y > 0. Como estabelecemos em (16.206), pagina 955, temos que

' Jol(p \/7 %1 X(-1,1)(P)

e, assim, como F~![H](z) é a distribui¢do lim._,o, —*= (vide (39.247)), temos

i
\/ 7w Ttie

(39.90)

Tl 2 (T ) ) = o= [ T - g () o

(39.247) i 2i /1 1 1 d
= im w
0, (2m)3/2 |1 (y —w) +ie VT — w?

. ol 1 1 . . PR o
Agora temos que calcular Ll T Ve dw, o que ¢ feito fazendo-se a mudanga de varidveis w = cos ¢ seguida de
integragao complexa. Tem-se,

! 1 L, 4 1 4 1" 1 4 ) 1 4
—  —  _dw = — dy = = = 2
1 (y—w)+ie VI —w? Jo y+iefcostpp 2,,,ry+iefcost,a‘p 512 —2zz0+ 1

onde zy := y + i€ e Sy é o circulo unitario em C orientado no sentido anti-horério. Verifique! Podemos escrever
z—2zz0+ 1= (2 —z4)(z — 2_), onde

ze = z0E\/22—1 = y+iet Vy? — 1+ 2iey — 2.

Assim, para aplicarmos a férmula integral de Cauchy (ou, equivalentemente, residuos), interessa-nos saber se z4 entao
no interior da regido delimitada por S, ou seja, se tém médulo maior que 1 ou ndo. Para 0 < y < 1 tem-se (desprezando
termos de ordem €* com k > 2)

2
1 €

g = |1+ ——

|2+ ( %17?’,2)

e para y > 1 tem-se

2
2
Lo (g2 —1) v+ 12 —2L—] .
|24 (7/ Yy ) f( N

Verifique! Assim, ¢ facil constatar que em ambos os casos valem |z_| < 1 e |z4| > 1. Logo,

. 1 . 1 1 s s
i ————dz =i ———————dz = 27 = = .
g1z —2zz0+ 1 g1 (z—24)(z—22) Z- — 24 -1 Vi =1+ 2iey — €
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Consequentemente,

I 2mi 1 i 1

11m - = = .
€04 (2m)3/2 VY2 =1+ 2iey — €2 V2m\/y? —1

FHHI)(y) =

Com isso, retornando a (45.389), temos

1
; , sey>1,
Gresla, t; !, ) = —H({t —t)— Im [ e | = —H@E-t)— S V¥*1
27|z — 2’| Y2 -1 2mllx — o'
0, sey<1.

¢ H@E-t)Hy-1)
27| — 2| [y2 —1

e, assim, podemos substituir H(y — 1) acima por

t')
="

H ((t —t) - M) Além disso, vale evidentemente H(t — t')H ((t —t') — ML%L/U) =H ((t —t) - w) e, com

isso, podemos escrever

Como y = condigio y > 1 equivale a (t —t') >

llz=2’]|
¢

(6 — ) — la=a'l
Grev(z, t; 2/, t') = ,LM . (45.390)
(t—t)2 — 112

Essa ¢ a fungao de Green retardada para o operador de ondas A — C%g—; em 2 + 1-dimensoes.
Para a equagao de onda nao-homogénea (45.340) em 2 + 1-dimensées temos, portanto, a solucio retardada
: 1 h(z', ' -
Upet(T, t) = Gret(z, t; o', ') R(2, t') &2’ dt! = —— L d*a’ dt’ (45.391)

R3 2m Vi o y/(t— )2 — \Idvfcgv’H2
onde V= (z, t) é o cone de luz passado centrado em (z, t), ou seja,
- . 3| 2 2 2
Vi = {(mﬁ, ) e R3] A —1)2 — |l —al? >0, t/gt}A
Além disso, uma solucio avangada também existe no caso presente, sendo a fungao de Green avancada dada por

(0t (45.302)

Como no caso 3 + 1-dimensional, podemos ainda acrescentar & solucio (45.391) uma solu¢io da equagio homogénea
(A - ii) =0
Zor) =Y

Em concordancia com o que comentamos anteriormente (pagina 2659) as expressoes (45.390) e (45.350) revelam

novamente o fato que o principio de Huygens nao é vélido em 2 + 1-dimensoes, ao contrario do que ocorre em 3 + 1-
dimensoes. Compare-se (45.390) a (45.349).

45.12.3.4 A Equacgao de Ondas Nao-Homogénea em 1 + 1-Dimensoes

Passemos agora ao caso de 1+ 1-dimensdes e calculemos a integral em (45.348) para n = 1. Temos

. —
Gl t: . ) = —Ht—1) S [ 2P ey g,
B 27 Jr P1
¢ oo Cz(c(tftl)*(ffry))lh 0o c*l(«’t(f*f')«#(:ﬁ—r'))p]
= *H(t*t/)r / 7@1*/ —d;
m —c0 P1 —oo P
(39.250) ¢

H(t— t')é(H(c(t —t)—(z—2a)) + H(c(t —t')+ (x —a')) — l) .
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Usando agora as identidades (demonstre-as!)
H(a) (H(a )+ H(a+0) — 1) = H(a)H(a®— 1) = H(a—|b])
vélidas para a, b € R, obtemos, finalmente,
Grasla, & @/, ¥) = —SH(E =) H (St~ ) = (@ —a')?) = ~SH(cl(t =) — o —')) (45.393)

Essa é a funcao de Green retardada para o operador de ondas 8"% - C%g—; em 1+ 1-dimensées. Para a equagao de ondas
nao-homogénea (45.340) em 1 + 1-dimensoes temos, portanto, a solugao retardada

Urer(, 1) = / Cretla, t: 2!, ) R(e, ) ol dt! = 7g / (!, ¢) do dt’ (45.304)
R2 /-
(x, t)

onde V'~ (z, t) é o cone de luz passado centrado em (z, t), ou scja,

Viey = {(mﬁ ) eR? At —t)*— (2’ —2)* >0, t'St}A
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45.13 Exercicios Adicionais

45.13.1 Problemas Selecionados de Eletrostatica

E. 45.35 Ezercicio. [Potencial de um anel uniformemente carregado] Determine o potencial elétrico ¢(r, 6) produzido
no vacuo por um anel unidimensional de raio R, uniformemente carregado com carga elétrica total ) e densidade linear de carga
A = Q/(2wR), nas seguintes regides:

a) r>R.

b) r < R.

c) r=R, mas 0 #m/2
As varidveis 1 e 0 referem-se ao sistema de coordenadas esféricas cuja origem é o centro do anel e cujo eixo z, a partir de onde o angulo
0 é medido, coincide com o eixo de simetria do anel.

Sugestdo 1. Calcule primeiramente o potencial ao longo do eixo de simetria. Para os demais pontos use a solugdo da equagdo de

Laplace:
oo

or, 0) = > (A"r + il)m(cos(a)).

n=0
Os coeficientes A, e By sio fixados pela solugdo ao longo do eixo de simetria (que correspondem a @ =0 e § = 7).

Sugestdo 2. Para x € C com |z| < 1 e para todo a € C, vale a expansdo binomial (vide (15.169), pagina 893):

(14 2)° Z<”+1_k>k1k,

k=0

onde, para y € C e n € Ny, (y)» sdo os simbolos de Pochhammer definidos em (15.150), pagina 885. Em particular, para |t| < 1,
tem-se
k(2k — DI

o
—1/2 _ k —
(1+1) = 1+Za;€t s com ap = (-1)* R

k=1

E. 45.36 Ezercicio. [Potencial de um disco uniformemente carregado] Determine o potencial elétrico ¢(r, 0) produzido
no vacuo por um disco de raio R, uniformemente carregado com carga elétrica total Q e densidade superficial de carga ¢ = Q/(7R?),
nas seguintes regides:

a) 7> R.

b) r <R mas0<6<x/2

c) r<R, masw/2<6<m.
As varidveis r e 0 referem-se ao sistema de coordenadas esféricas cuja origem é o centro do disco e cujo eixo z, a partir de onde o dngulo
0 é medido, coincide com o eixo de simetria do disco.

. a o . . . .-
d) Obtenha o potencial ¢(z) = —2—\z\ = —2—7'\ cos 0| de um plano infinito uniformemente carregado de densidade superficial de
€ €0
carga o tomando o limite R — oo da solugdo acima.

Sugestdes. Calcule primeiramente o potencial ao longo do eixo de simetria. Para os demais pontos use a solugdo (45.52) da equagio
de Laplace :

o(r, 0) = Z (Anr" + T?II) Pr(cos(0))
n=0

Use também a expansdo binomial (15.169), citada no Exercicio E. 45.35, pagina 2712.

Lembre-se também que sobre o semi-eixo z > 0, onde # = 0, tem-se 22" = 12" P,,,(cos(0)) para todo n > 0 e |z| = +rPi(cos(0)).
Porém, sobre o semi-eixo z < 0, onde 6 = 7, tem-se z*" = 72" Py,,(cos(r)) para todo n > 0 mas |z| = —rPi(cos(w)). Esse dltimo sinal
“" & importante para distinguir as solugdes dos itens b e c e obter o potencial correto no item d. "
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[Potencial de uma barra finita uniformemente carregada] Considere uma barra unidimensional de
comprimento L, uniformemente carregada e com carga elétrica total Q. Determine, em termos de uma expansdo em série envolvendo
polindmios de Legendre, o potencial elétrico ¢(r, ) produzido por essa barra no vicuo na regido r > L/2. As varidveis r e 0 referem-se
ao sistema de coordenadas esféricas cuja origem é ponto médio da barra e cujo eixo z, a partir do qual o dngulo 6 é medido, coincide
com o eixo da barra.

Para averiguar se o resultado obtido estd correto, verifique a validade aproximada da lei de Coulomb para r grande.

Sugestdo. Como no exercicio anterior, determine primeiro o potencial ao longo do eixo z. *

E. 45.38 Egercicio. [Potencial de uma casca esférica carregada] Este exercicio generaliza um outro semelhante de [277].
Uma casca esférica de espessura desprezivel e raio R é carregada com densidade superficial de carga o (6, ¢). Aqui adotamos um sistema
de coordenadas esféricas (r, 6, ¢), com origem na centro da esfera, definido da forma usual. Como sabido da Eletroststica, o potencial
elétrico satisfaz a equa¢do de Laplace A¢ = 0 no interior e no exterior da esfera e, portanto, é dado no interior da esfera (0 < r < R)
por

) 1
Gilr, 0, 9) = > 3 At Yi"(0, ¢) (45.395)

1=0 m=—1

e no exterior da esfera (r > R) por

be(r, 0, @) = Z Y," 9 4?)

=0 m=—1"

Vide (45.51). Acima, Y, sdo as funcdes harménicas esféricas.

a. Da imposicio que o potencial é continuo em 7 = R mostre que B, = R* 1Ay,

b. Da imposicdo que a densidade superficial de cargas o(0) é proporcional a descontinuidade da componente normal do campo
elétrico, ou seja,
e O
0, o) = — =
a(0, ¢) €0 <0r r

(€0 é a permissividade elétrica do vacuo. No Sistema Internacional de unidades vale o ~ 8,8541878176 102 F/m.) mostre que

o0 1
a0, ¢) = e« D A+DRT D" A Y (0, ¢) -

1=0 m=—1

r=R

c. Usando a dltima expressdo, mostre que

1 Ly
A = W/n /0 Y™ (6, LP) (0, )send df dy
e, portanto, que
RH»Z 27 T
— (0. o)s .
By = so(21+1)/n /O Y (0, ) a(0, )send do de .

E. 45.39 Ezercicio. [Potencial de uma casca esférica carregada com simetria azimutal] O problema aqui tratado é um
caso particular daquele do Exercicio E. 45.38 (e também generaliza um exercicio de [277]). Uma casca esférica de espessura desprezivel
e raio R é carregada com densidade superficial de carga com simetria azimutal o(6). Novamente adotamos um sistema de coordenadas
esféricas (r, 0, ¢), com origem na centro da esfera, definido da forma usual. Como sabido da Eletrostatica, o potencial elétrico satisfaz
a equagdo de Laplace A¢ = 0 no interior e no exterior da esfera. O potencial no interior da esfera (0 < r < R) ¢, portanto, devido a
simetria azimutal, dado por

oo
¢i(r, 0) = ZA‘ rlPl(cose)
=0
e no exterior da esfera (r > R) por
=,
Ge(r, 0) = ;mﬂ(cosé) .
Vide (45.52). Acima, P, sio os polinémios de Legendre.

a. Da imposicio que o potencial é continuo em 7 = R mostre que B; = RZ*+1 A;.
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b. Da imposi¢do que a densidade superficial de cargas o (6, o) é proporcional & descontinuidade da componente normal do campo
elétrico, ou seja,

s
r=R

Ode _ 0¢i
7(0) = —< (07‘ B Br)

mostre que
oo
o(0) = oy (2 + AR P (cosb) .
=0
c. Usando a dltima expressdo, mostre que

_ 1
"~ 2eR!!

x 2 o
/ Pl(cos 9) o(0) senf df e, portanto, que B} = / P, ( cos 0) o(6) senf df .
0 0

d. Para o caso em que

a(0) = - - (45.396)
oy, a<b<pg,
(00 sendo constante e 0 < a < 3 < ) mostre que o potencial elétrico na regido 0 < r < R é dado por

5, 0) = oo (v—cosﬂ)]{

2¢€0

+ zn_j Z Pria(cos(e) — Hfl(ms(”)‘z)llflﬂ("Os(ﬂ)) +H*1(C"S(ﬂ))} (lR)le(cos(G)) .

=1
Sugestdo: use (16.46), pagina 918.

e. Determine o potencial elétrico ¢.(r, #) na regido r > R para a mesma distribuicio o(6) de (45.396).

E. 45.40 Ezercicio. [Casca esférica sob um potencial dado] O potencial elétrico em uma casca esférica de raio R > 0 é dado
por uma fungdo V(6, ¢). Na auséncia de cargas fora da casca esférica, determine o potencial elétrico ¢(r, 6, ¢) em todo o espaco
supondo ¢(r, 0, ¢) — 0 para r — co. Acima, as coordenadas r, 6 e ¢ referem-se a um sistema de coordenadas esféricas centradas na
origem da casca esférica, como usual. Separe os casos r < Rer > R.

Obtenha o potencial no caso particular em que V (6, ¢) = sendo 1 uma constante. Novamente, separe

oscasos < Rer > R. £

E. 45.41 Egercicio. [Potencial no interior de uma esfera] Considere a equacdo de Laplace A¢ = 0, em trés dimensdes, no
interior de uma esfera de raio R > 0, sendo a funcdo ¢(r, 0, ¢) submetida a condi¢do de Dirichlet ndo-homogénea ¢ (R, 6, ¢) =V (6, ¢),
com V sendo uma fungdo continua. Aqui, adotamos um sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢), com origem no centro da esfera,
definido da forma usual.

I. Fornega a solugdo em termos da fungdo V.

II. Forneca a solugdo explicita (em termos de r, 6 e ¢) no caso em que
Vo, ¢) = VU(( senf)? cos(2p) —4cos + 3) s
com Vj sendo uma constante.
Sugestdo: Use a solucdo dada em (45.395) para a equagio de Laplace e obtenha os coeficientes Ay, utilizando as relacdes de or-

togonalidade. Para a parte Il, escreva V (6, ¢) em termos de uma combinac3o linear de fungdes harménicas esféricas (use para tal
(16.84)—(16.86), pagina 927) e use as relacdes de ortogonalidade das funcdes harménicas esféricas (16.88), pagina 928. *
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45.13.2 Equacgao de Difusao em uma Dimensao

E. 45.42 Eze

. [Resfriamento de uma barra condutora de comprimento L com um extremo isolado] Considere
- . .. Ou 0*u
a equagdo a derivadas parciais % D Iz
i
u: [0, L] x R — R. Utilizando o método de separagdo de varidveis e o principio de superposicio resolva essa equagio com as condicBes
de contorno

=0,comteR, D>0,0<z<L, L>0, sendo u(z, t) fun¢io real de duas varidveis

u(0,t) =0 e g—Z(LA,f,):OA, VieR,

e a condigdo inicial
u(z, 0) = f(z), zel0, L],

onde f é a fungdo

2Az/L, paraz € [0, L/2],

2A(L —z)/L, paraze€|[L/2, L],
sendo A # 0 uma constante.

Um das possiveis situagGes fisicas a que esse problema corresponde é o de uma barra metélica de comprimento L e constante de
difusdo térmica D cuja extremidade situada em = = 0 é posta em com contacto com um banho térmico de temperatura 7' = 0 e cuja
extremidade situada em = = L é termicamente isolada. Aqui u(z, t) representa a temperatura do ponto x da barra no instante de
tempo t. A condi¢do inicial significa que a distribuicdo da temperatura na barra em ¢t = 0 é descrita pela fun¢do f. £l

E. 45.43 Eze

. [Barra condutora de comprimento L com extremidades isoladas] Considere a equa¢io a derivadas

p 02
parciais % — D(A)—Z =0,comte€R, D>00<z <L, L>0, sendo u(z, t) funcdo real de duas varidveis u : [0, L] x R — R.

0:
Utilizando o método de separagdo de varidveis e o principio de superposicdo resolva essa equagdo com as condi¢des de contorno

Ju du
— (0, = —(L, = b s
(‘ia:(o’ t) 0 e (’?z( , t) 0, VteR,
(condicdes de Neumann homogéneas) e a condi¢io inicial
u(z, 0) = uo(z), zel0, L].

Para tal, demonstre e use as seguintes relages de ortogonalidade: para m, n € INo tem-se

0, sen#m,
7r
/ cos(my) cos(ny) dy = T, sen=m=0,
0 | ’
5, sen=m#0.

Um das possiveis situagdes fisicas a que esse problema corresponde é o de uma barra metdlica de comprimento L e constante de
difusdo térmica D cujas extremidades (situadas em z = 0 e z = L) sdo termicamente isoladas. Aqui u(z, t) representa a temperatura
do ponto x da barra no instante de tempo ¢. A condicdo inicial significa que a distribuicdo da temperatura na barra em t = 0 é descrita
pela fungdo wuo.

Utilizando a solugdo obtida mostre que
. 1 F
Jm e t) = 1 [ ) ay.

o P . - é 02 -

Justifique por que esse resultado é fisicamente esperado. Para tal, mostre que se u é uma solugdo de 3—1: = g?“ sob condi¢des de
L

Neumann homoggéneas, entdo / u(y, t)dy é constante como funcdo de ¢. No caso de u representar uma temperatura, a constancia

0
dessa integral estd associada a Primeira Lei da Termodinamica. Justifique essa afirmagdo. *

E. 45.44 Egercicio. [Barra condutora de comprimento L entre dois banhos térmicos]| Considere a equagio a derivadas
.. 0 0* - o

parciais ﬂ — DgTz =0, comte€R, D>00<z <L, L>0, sendo u(z, t) funcdo real de duas varidveis v : [0, L] x R — R.

Utilizando o método de separagdo de varidveis e o principio de superposi¢do resolva essa equagdo com as condigdes de contorno

u(0,t) =To e wu(lL,t)=1TL, VieR,
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e a condi¢do inicial u(z, 0) = uo(z).

Um das possiveis situagdes fisicas a que esse problema corresponde é o de uma barra metélica de comprimento L e constante de
difusdo térmica D cujas extremidades (situadas em @ = 0 e x = L) sdo postas em perfeito contacto térmico com banhos térmicos de
temperatura Ty e T, respectivamente. Aqui u(z, t) representa a temperatura do ponto = da barra no instante de tempo ¢. A condi¢cdo
inicial fornece a distribuicdo da temperatura na barra em ¢t = 0.

O resultado é

o W22 L
u(x, t) = ue(x) + Z Ap sen (mr%) e H T , onde A, = %/0 sen (mr%) (uo(y) — ue(y)) dy ,

n=1

sendo que a fun¢io u. é dada por
L—x

ue(x) = T+ (To —TL) 7

Mostre que tlim u(x, t) = ue(x) para todo x € [0, L]. Constate também que se ug(x) for escolhida como a funcdo u.(z), teremos
oo
u(z, t) = uc(x) para todo z e todo t. A fun¢do u.(z) representa, portanto, o regime estacionrio do problema em questio.

Obtenha explicitamente os coeficientes A, para o caso em que ug(z) = f(z), = € [0, L], onde f é a mesma fun¢do do Exercicio E.

45.47, pagina 2717. Ll
E. 45.45 io. [Barra condutora isolada com termo de fonte] (de [170]) Obtenha a solu¢do da seguinte equacdo a
derivadas parciais

ou Pu —yT

i D@ + Se s
com D >0, S >0eT >0, constantes, sob as condicdes de contorno

u ou
—(0,t) = =(L,t) =0, Vt>0,
70 1) = 52(L 1) ) )
e condicdo inicial
u(z, 0) = 0.
Uma das possiveis situa¢des fisicas as quais o problema acima corresponde é o da difusdo térmica de uma barra homogénea de
comprimento L condutora de calor com suas extremidades termicamente isoladas e tendo uma temperatura inicial nula, sendo essa barra

dotada de uma fonte (por exemplo, radioativa) que produz calor a uma taxa Se~*'T por unidade de comprimento, por unidade de tempo.
£

E. 45.46 Ezercicio. [Condugao de calor em um anel unidimensional] Considere a equagio de difusio

12
% = D%, (45.397)

com D > 0, constante, com ¢t > 0 e z € [0, L], sendo u periédica em x de periodo L: u(z + L, t) = u(x, t) para todo z e todo t.
Uma situagdo fisica a que esse problema corresponde ¢ o da difusio de calor em um anel unidimensional de perimetro L e raio L/(2m).
1. Mostre que pelo método de separagdo de varidveis e pelo principio de sobreposicdo obtém-se a solugdo
oo

: 21,2
u(z, t) = Z \/}%exp(%znl'f 74#[?71 t) .

n=—oc

2. Consideremos que u satisfaga a condi¢c3o inicial u(z, 0) = uo(z), onde ug é continua, diferencidvel e de periodo L. Obtenha

<

Ay 2zin,
uo(z) = Z ﬁe 2

n=—oc

e conclua disso que

1 (¥ _2nin,
An = \TL/ et Yuo(y) dy ,
0

para todo n € Z. Mostre, com isso, que
L
u(z, t) = / Gz, t; y)uo(y) dy , (45.398)
o
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parat >0, z € [0, L], com

L L2
parat >0, z, y € [0, L]. A funcdo G é a funcdo de Green do problema de valor inicial em questdo. Acima, 6 é a Fungdo 0 de
Jacobi™, definida por

Cla, t: y) = %o (u AnD t) (45.309)

oo
0z 1) = 3 et (45.400)
n=—oo
comt > 0ez € C. Algumas propriedades dessa fungdo s3o apresentadas no Exercicio E. 39.42, pagina 2206. A relacdo (39.147),
por exemplo, permite-nos reescrever (45.399) como

2
S z—y 4rD P (7 Dt ) (z—y)L L?
Glo b y) = f"( L B I? t) - I\ ~""&Dt * i) (5.401)

parat >0, z, y € [0, L]. Usando (39.147), mostre também que

i x—y—nL 2
Gty = —— S e S (45.402)

parat >0, z, y € [0, L].
3. No Exercicio E. 39.42, pagina 2206, provamos que para t — 0 a fungdo 6(z, t) comporta-se como uma sequéncia delta de Dirac
de periodo 1 centrada em z = 0. Use esse fato para provar que para a solugdo fornecida em (45.398) vale

lmu(z, t) = u(z),

para todo z € [0, L]. Esse limite é uniforme?
4. Usando (45.398) e (45.399), mostre que

. 1 [t
Jim (e, 1) = + /0 uo(y) dy -

5. Justifique por que o item anterior é fisicamente esperado. Para tal, mostre que se u é uma solucdo de (45.397) satisfazendo
condi¢des periddicas de contorno, entdo - u(y, t) dy é constante como func3o de t. No caso de u representar uma temperatura,
a constancia dessa integral estd associadané Primeira Lei da Termodindmica. Justifique essa afirmagio.

6. Usando o lado direito de (45.401), ou (45.402), mostre que com z, y e t fixos, vale

oo (-5)
ViarDt

que vem a ser a fungdo de Green (niicleo do calor) da equagdo de difusdo em R obtida em (45.74), pagina 2629. Justifique por
que esse resultado € fisicamente esperado.

ngr;o Gz, t; y) =

O estudante deve observar o papel importante desempenhado pela Férmula de Soma de Poisson (vide Proposicdo 39.13, pagina 2204),
manifesta nas propriedades de Funggo 6 de Jacobi usadas na obtencdo das propriedades da fun¢do de Green do problema acima. "

45.13.3 Equacao de Ondas em uma Dimensao

E. 45.47 Ezercicio. [Corda vibrante de comprimento L. Corda dedilhada] Considere a equagio a derivadas parciais
2, 52

%ﬁ‘; - —g Z =0,comteR, 0<az <L, L>0,c>0, constante, sendo u(z, t) fungio real de duas varidveis u: [0, L] x R — R.
=

Utilizando 0 método de separagao de varidveis e o principio de superposi¢do resolva essa equa¢do com as condigcdes de contorno
u(0, t) = u(L, t) = 0, VteR,
(ambas, portanto, sendo condi¢des do tipo de Dirichlet) e as condices iniciais
ou

u(z, 0) = f(x) e m(w, 0) = 0, zel0, L],

73Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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onde f é a fungdo
2Az/L, paraz € [0, L/2],
f(z) = (45.403)
2A(L —xz)/L, parazxze[L/2, L],

(-nm (2m + 1)met (2m + V)mx
cos sen .

(2m +1)? L L
m=0

Um das possiveis situaces fisicas a que esse problema corresponde é o de uma corda vibrante de comprimento L de densidade p
constante sob uma tenséo horizontal 7" nas suas extremidades (situadas em @ = 0 e & = L), as quais est3o fixas (condi¢cdo de contorno).
Nesse caso tem-se ¢ = 1/T'/p. A fungdo u(z, t) representa, entdo, o deslocamento transversal no instante de tempo ¢ do ponto da
corda cuja coordenada horizontal é x.

- =

Figura 45.18: A corda vibrante pin¢ada em seu ponto médio no instante inicial ¢ = 0, tal como descrito pela funcio f
dada em (45.403).

A condicdo inicial significa que a corda estd parada em t = 0 na posi¢do descrita pela fun¢do f, indicando que trata-se de uma corda
pingada em seu ponto médio. A Figura 45.18, pagina 2718 mostra o perfil inicial da corda descrito pela fungdo f. &

E. 45.48 Ezercicio. [Corda vibrante de comprimento L. Corda dedilhada] Considere a equagdo a derivadas parciais
02 o7 .

Wz; - E)T; =0,comteR,0<z <L, L>0,c>0, constante, sendo u(z, t) funcio real de duas varidveis u: [0, L] x R — R.
Utilizando o método de separacdo de varidveis e o principio de sobreposicdo resolva essa equagdo com as condigdes de contorno

u(0, t) = u(L, t) = 0, VteR,
(ambas, portanto, sendo condi¢des do tipo de Dirichlet homogéneas) e as condi¢Bes iniciais

u(z, 0) = f(z) e %(z, 0) = 0, zel0, L],
onde f é a fungdo
Az /xo, para z € [0, zo] ,
flz) = (45.404)
A(L —z)/(L — x0), paraz € [z0, L],
com zo € (0, L) e A # 0, constantes. Esse problema é similar ao do Exercicio E. 45.47, pagina 2717, sendo que agora a corda é
inicialmente pingcada em um ponto genérico zo € (0, L). Vide Figura 45.19, pégina 2719. &

E. 45.49 Eze
&*u 5 0% . o
i ¢ Pk 0,comteR, 0<xz<L, L>0,c>0, constante, sendo u(z, t) funco real de duas varidveis v : [0, L] x R — R.
Utilizando o método de separagdo de varidveis e o principio de superposicdo resolva essa equagdo com as condi¢des de contorno

[Corda vibrante de comprimento L. Corda percutida] Considere a equagdo a derivadas parciais

u(0, t) = u(L, t) =0, VteR,
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Figura 45.19: A corda vibrante pingada no ponto zy no instante inicial ¢ = 0, tal como descrito pela fungao f dada em
(45.404).

(ambas, portanto, sendo condi¢des do tipo de Dirichlet) e as condices iniciais

u(z, 0) = 0, %(z, 0) = g(z), zel0, L],
onde g é a fungdo
vo, paraz € [a, b],
g(x) = (45.405)
0, paraze€(0,a)exze (b L],
sendo que vy # 0 é uma constante e sendo 0 < a < b < L.

Um das possiveis situaces fisicas a que esse problema corresponde é o de uma corda vibrante de comprimento L de densidade p
constante sob uma tenséo horizontal 7" nas suas extremidades (situadas em & = 0 e z = L), as quais est3o fixas (condi¢do de contorno).
Nesse caso tem-se ¢ = 1/T'/p. A fungdo u(z, t) representa, entdo, o deslocamento transversal no instante de tempo ¢ do ponto da
corda cuja coordenada horizontal é x.

Yo

Figura 45.20: O perfil inicial de velocidades da corda percutida descrito pela fungao g dada em (45.405).

A solugdo é

2Ly o= [cos (%F4) — cos (“£2)] nwe nTx
ul@, t) = W;fbe"(Tt) Se“(T) ’
A condic¢io inicial significa que a corda encontra-se em ¢ = 0 na sua posi¢do de equilibrio (u = 0) e nesse instante imprime-se (por
exemplo por meio de uma martelada) uma velocidade vo a todos os pontos da corda situados no intervalo a < x < b. Vide Figura 45.20,
pagina 2719. *

E. 45.50 Ezercicio. [Corda vibrante de comprimento L com dois extremos soltos] Considere a equacio a derivadas
. 0% , 0%
parciais — — ¢ —

e Ercii 0,comt € R, 0<az <L, L >0, c>0, constante, sendo u(z, t) funcido real de duas varidveis
Oz
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w: [0, L] x R — R. Utilizando o método de separacio de varidveis e o principio de superposico resolva essa equagio com as condicdes
de contorno
1% 6

0.

(ambas, portanto, sendo condi¢des do tipo de Neumann) e as condlcoes iniciais

;‘(0 = & S(L1) =0, VieR

u(z, 0) = f(z), (z 0) =0, ze 0, L],

()L
onde f é a mesma fun¢do do Exercicio E. 45.47, pagina 2717.

Um das possiveis situaces fisicas a que esse problema corresponde é o de uma corda vibrante de comprimento L de densidade p
constante sob uma tens3o horizontal T' nas suas extremidades (situadas em z = 0 e © = L), as quais estdo soltas, podendo mover-se
livremente na vertical (condigdo de contorno). u(z, t) representa entdo o deslocamento transversal no instante de tempo ¢ do ponto da
corda cuja coordenada horizontal é 2. A condicdo inicial significa que a corda estd parada em ¢ = 0 na posicdo descrita pela fungdo f.
£

E. 45.51 Egercicio. [Corda vibrante de comprimento L com dois extremos soltos] Considere a equagdo a derivadas
2
2 0%u

2
parciais 6—? —c =0,comt e R, 0<az <L L >0 c>0, constante, sendo u(z, t) funcdo real de duas varidveis
10, LIxR — R. Utlllzando o método de separagdo de varidveis e o principio de superposicdo resolva essa equagdo com as condicSes
de contorno 2 2
O“Ot) “Lt) . VteR

(ambas, portanto, sendo condicdes do tipo de Neumann) e as condicdes iniciais

u(z, 0) = 0, ?;;(z 0) = g(z), z €0, L],

onde g é a mesma fungdo do Exercicio E. 45.49, pagina 2718.

Um das possiveis situages fisicas a que esse problema corresponde é o de uma corda vibrante de comprimento L de densidade p
constante sob uma tensdo horizontal T' nas suas extremidades (situadas em 2 = 0 e x = L), as quais estdo soltas, podendo mover-se
livremente na vertical (condi¢do de contorno). u(x, t) representa entdo o deslocamento transversal no instante de tempo ¢ do ponto
da corda cuja coordenada horizontal é x. A condigdo inicial significa que a corda em ¢t = 0 encontra-se na sua posi¢do de equilibrio
(u = 0) e nesse instante imprime-se (por exemplo por meio de uma martelada) uma velocidade vg a todos os pontos da corda situados
no intervalo L/3 < x < 2L/3. Faca um gréfico de g.

Atencao! O método de separacio de varidveis procura solu¢des do tipo u(x, t) = R(z)S(t), que levam a equagdes do tipo
R'= C%R e S” = oS para R e S. No caso aqui tratado, ao contrario dos Exercicios E. 45.47 e E. 45.49, as condicbes de contorno
permitem solugdes com o = 0 ! Estas levam a uma solugdo do tipo u(z, t) = at + 3, com « e 8 constantes e « # 0. O que representa
tal solu¢do? Ela nos diz que a corda como um todo (ou seja, seu centro de massa) tem também um movimento vertical com uma
velocidade constante. Lembre-se que as extremidades da corda est3o soltas! Ao martelarmos a corda ela deve mover-se na vertical como
um todo além de realizar movimentos vibratdrios, que correspondem as solugdes com o < 0. Note que solugdes com o = 0 também
aparecem nas condi¢des do Exercicio E. 45.50. L34, porém, as condi¢des iniciais levam a o = 0. Explique fisicamente por que h3 essa
diferenca. "

E. 45.52 Ezercicio. Aqui apresentaremos como obter a solugdo da corda vibrante finita com extremos fixos sem uso do método de
separagdo de varidveis. Sabemos que a solu¢do geral da equagio de ondas

com z, t € R, é da forma
u(z, t) = F(z—ct) + Gz +ct),

onde F' e G sdo duas funcdes de uma varidvel, definidas em toda a reta real, e que, em principio, sdo arbitrarias (e diferencidveis pelo
menos duas vezes).

Suponha que tenhamos de impor condi¢des de contorno do tipo
u(0, t) = u(L, t) = 0, VteR,

com L > 0.
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a) Mostre que a condi¢do u(0, t) =0, V¢ € R, implica que
Gly) = —F(-y), VWER, (45.406)

e que, portanto,
u(@, t) = Flx—ct)— F(—z —ct) . (45.407)

b) Mostre que a condi¢do u(L, t) = 0, V¢t € R, implica que F' deve ser uma fung¢do periédica de periodo 2L:

N

F(y) = Fly+2L), YyeR.

Usando o fato de F' ser periédica de periodo 2L expresse-a em uma expansio em série de Fourier (vide Secdo 38.4.2, pagina
2123):

c

<

F(y) = A“ + Z [ 1 COS (—q) + B Sen(nz—ﬂy)} . (45.408)

m=1

Usando essa expansdo de Fourier de F' e (45.407), expresse u(z, t) em uma série de senos e cossenos:

u(z, t) = i {Am [cus (?(az — ('t)) — cos (%(a: + r:t))} + Bm [sen ( 2 (x— (t)) + sen (%(:p + (:t))} }

= 2 Z [ m sen (—d) + By, cos (T«tﬂ sen (% ) .

Acima, na dltima igualdade, foram usadas as férmulas de prostaférese (38.70) e (38.73), pagina 2124. Observe-se que esta é a
mesma expressdo obtida para a solugdo u(x, t) pelo método de separagdo de varidveis.

d) Relacione F' com as condigdes iniciais uo(z) = u(z, 0) e vo(z) = %%(z, 0), com = limitada ao intervalo [0, L], e obtenha os
coeficientes de Fourier A, e B, da expansio (45.408) para F' em termos de up e vo.

E. 45.53 Ezercicio. Utilizando o método exposto no Exercicio E. 45.52, pagina 2720, obtenha a solugdo da equagdo de ondas

8%u 5 0%u — 0
E =

com z, t € R, para condigdes de contorno do tipo
ou
u(0,t) = =—=(L, t) = 0, VteR,
0.0 = SHLY =0, :
com L > 0 (corda de comprimento L com um extremo fixo e o outro solto). Compare ao resultado do mesmo problema obtido pelo

método de separagdo de varidveis. *

E. 45.54 Ezercicio. Escreva a solugdo encontrada para o Exercicio E. 45.47, pagina 2717, na forma
u(z, t) = F(z —ct) + Gz +ct),

identifique as fungdes F' e G e verifique se as mesmas satisfazem as propriedades descritas nos itens a e b do Exercicio E. 45.52. £

E. 45.55 Eze

. [Corda vibrante de comprimento L com amortecimento] Considere a equagdo a derivadas parciais

&*u 5 0%u Ju
o T =

comteR, 0<xz <L, L>0, ¢>0,~ >0, constantes, sendo u(z, t) funcio real de duas varidveis u : [0, L] x R — R. Utilizando o
método de separacdo de varidveis e o principio de superposicdo resolva essa equagdo com as condi¢des de contorno

w(0, t) = u(L, t) =0, VteR

(ambas, portanto, sendo condi¢cdes do tipo de Dirichlet) e a condi¢do inicial

u(z, 0) = f(z), 3—7:(13 0) =0, zel0, L],
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onde f é a mesma fungdo do Exercicio E. 45.47, pagina 2717.
Determine lim u(z, t).
t—o0
Um das possiveis situagdes fisicas a que esse problema corresponde é o de uma corda vibrante de comprimento L de densidade p,
constante, sob uma tens3o horizontal T" nas suas extremidades (situadas em z = 0 e # = L), as quais est3o fixas (condi¢o de contorno).

u(z, t) representa entdo o deslocamento transversal no instante de tempo ¢ do ponto da corda cuja coordenada horizontal é z. A
condi¢do inicial significa que a corda estd parada em ¢t = 0 na posicdo descrita pela fungdo f. A diferenca em relagdo ao Exercicio E.

45.47, pagina 2717, esta no aparecimento na equagdo diferencial do termo dissipativo 'ya—z: que pode ser devido ao atrito da corda com
o ar e que (pode ter por consequéncia a produ¢io de ondas sonoras).

Os modos de oscilagdo de problemas com amortecimento, como aqueles acima, sdo denominados modos quase-normais. &

E. 45.56 Egercicio. [Corda pendurada com amortecimento] Determine a solu¢do da equagdo da corda pendurada com

amortecimento
0*u ou ] ou
72 7% 95 (0_) =0
com 7y > 0 e g > 0, que descreve o movimento de pequenas oscilagdes de uma corda de comprimento L localizada, quando em repouso,
no intervalo 0 < z < L do eixo vertical, pendurada pelo seu extremo supejrior (o que corresponde a condicdo de contorno u(L, t) = 0
u

para todo t), solta no inferior e com condic@es iniciais u(z, 0) = uo(2) e 37 (2, 0) = vo(2), para certas funcdes uo e vo dadas.

Sugestdo. Ao resolver a equacdo para a parte temporal (método de separacio de varidveis), lembre-se que alguns modos de vibracio
podem ter amortecimento subcritico e outros supercritico. Para simplificar, ignore o caso de amortecimento critico.

Os modos de oscilagdo de problemas com amortecimento, como aqueles acima, sdo denominados modos quase-normais. *

E. 45.57 Ezercicio. [Conservagao da energia da corda vibrante] Considere o problema da corda vibrante unidimensional
0*u 0%*u
PO 5m T = 0
com z € [0, L] para algum L >0 et € R e onde 7 > 0 é constante e p(x) > 0 para todo z € [0, L].

1. Mostre que sob condi¢des de Dirichlet homogéneas ou sob condi¢des de Neumann homogéneas nos extremos z = 0 ez = L a

quantidade ' 4
B(t) = %/OL [p(z) (%)Zw (%ﬂ da (45.409)

2. Considere o caso em que p(z) = p, constante, sob condi¢cdes de Dirichlet homogéneas nos dois extremos 2 = 0 e # = L.
Sabidamente, u(x, t) é dada nesse caso por

é constante, ou seja, 22(0) = 0.

u(z, t) = i (An cos(wnt) + Bn sen(wnt)) sen (n%z) s (45.410)
n=1

com wy, = <, sendo ¢ = \/; Mostre que

2 >

T 20,2 2

Et) = E = — g A, + By) .
© AL n:ln (A4 52)

Conclua disso que a energia associada a cada modo de vibragio un (z, t) := (An cos(wnt) + Bn sen(wnt)) sen (%z) n €N, é

E, = ’f—LTnQ (Aﬁ +Bﬁ) e que a energia de cada modo é conservada separadamente, com a energia total sendo a soma da energia

de cada modo individual. E importante observar também que os diferentes modos de vibragdo que compdem a solugdo (45.410)
ndo trocam energia entre si.

3. Considere o caso da equagdo p(z)% 7T(t)% = Ocomz € [0, L] paraalgum L >0 et € R e onde 7(t) > 0 para todo t € R
e p(xz) > 0 para todo = € [0, L]. Mostre que sob condi¢es de Dirichlet homogéneas ou sob condi¢cdes de Neumann homogéneas

nos extremos z =0 e x = L tem-se L )
dE 1dr ou
—(t) = -—(t — l:
W Zdt()/o (az) de,

com E(t) dada em (45.409) com 7 substituida por 7(¢).
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45.13.4 Modos de Vibracao de Membranas

E. 45.58 Erercicio dirigido. [Membrana em forma de um tridngulo retangulo isésceles] Determine a solugio da equago

de ondas em duas dimensdes para o movimento transversal de uma membrana bidimensional na forma de uma tridngulo retdngulo isésceles
de lado L > 0 ou seja, contido na regido 77, C R definida por (em coordenadas Cartesianas)
T o= {(z, YER? 220, y>0, z+y§L}.

Vide Figura 45.21, pagina 2723.

L

Figura 45.21: A membrana triangular 7;,. A aresta D corresponde ao segmento de reta z +y = L com 0 < z < L (e,
portanto, 0 <y < L).

Assuma que a membrana estd fixa nas bordas, ou seja, assuma as condi¢des de contorno de Dirichlet

u(z, 0) 0 paratodo 0 <z <L, (45.411)
u(0,y) = 0 paratodo0<y<L, (45.412)
w(z, L —x) 0 paratodo 0 <z < L. (45.413)

A condicdo (45.413) impde a nulidade de u na aresta D da Figura 45.21.

Mostre que a solugdo da equacgo de ondas que satisfaz as condi¢cdes de contorno (45.411)-(45.413) é

u(z, y, t) = Z (sen (?) sen (%) — (=)™ sen (%) sen (HLLT>)

X [Amn cos (Wmnt) + Bmn sen (wmnt) ] ,

onde Wiy = Fv/n? +m?2. Determine as constantes A,n € By a partir das condiges iniciais u(z, y, 0) = uo(z, y) e %—?(z y, 0) =
vo(z, y), sendo ug e vo funcdes dadas em T e que representam a posicio e velocidade, respectivamente, de cada ponto da membrana
emt=0.

T4Este exercicio contém um dos raros problemas com condigdes de contorno nao-separaveis que, no entanto, podem ainda ser resolvidos pelo
método de separacao de varidveis. Para tal é essencial que o tridngulo retangulo considerado seja isésceles. Para triangulos retangulos gerais
o método nao se aplica, infelizmente.
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Sugestdes. As condicdes de contorno (45.411)-(45.413) nio sio separaveis nas coordenadas Cartesianas = e y, mas a equagdo de
Helmholtz Au + Au = 0 ainda o é. O método de separagdo de varidveis fornece solugdes do tipo sen(ax)sen(Sy) as quais satisfazem
as condicdes de contorno (45.411) e (45.412), mas n3o a condicdo (45.413). A ideia é considerar as funces

Ja, p(x, y) = sen(ax)sen(By) + csen(Bz)sen(ay) ,
as quais satisfazem (45.411) e (45.412) e a equagio de Helmholtz Au + Au = 0 com A = a® + 32, e tentar determinar a, /3 e c de sorte
que Jo, p(x, L — ) = 0 seja satisfeita para todo 0 < z < L (condicdo (45.413)).

Notemos primeiramente que para 3 = ta tem-se Jo, +a (%, y) = co sen(az) sen(ay) (com cp = +(1+4c¢)) e a condi¢do Ja, o(z, L—
x) = 0 fica co sen(ax) ( sen(aL) cos(ax) — cos(aL) sen(ax)) = 0, que sé pode ser satisfeita para todo  se co = 0 ou se a = 0, levando,
em ambos os casos, a solugdo trivial identicamente nula. Para a = 0 ou 3 = 0 temos também a soluco trivial identicamente nula.

Para |a| # |B], ambos ndo-nulos, procedemos da seguinte forma. Verifique que

Ja, p(x, L —x) = sen(BL) sen(ax)cos(Bz) + csen(aL) cos(ax)sen(fz)
— [cos(BL) + ccos(aL)] sen(ax)sen(Bx) . (45.414)
Mostremos agora que as fung¢des
fi(z) = sen(ax)cos(Bz) , f2(z) = cos(ax)sen(Bz) e f3(x) := sen(ax)sen(fx)
sdo linearmente independentes. Para tal, observemos que se existirem a1, a2 e a3 tais que
ay sen(ax) cos(Bx) + az cos(ax) sen(fz) + azsen(azx)sen(fz) = 0 (45.415)

para todo , entdo em & = m/f teriamos a1 sen (%w) = 0 H4 aqui duas possibilidades: a) vale a; = 0; b) vale « = mf3 com m € Z

mas com m # 0 e m # +1 (pois j& excluimos o caso @ = 0 e o caso & = £/3). No caso b terfamos de (45.415), no ponto = = 7/a,
que az sen (%w) =0, ou seja, azsen (%) =0, o que s6 é possivel se az = 0. Com isso, (45.415) ficaria a1 cos(8z) + assen(fz) = 0,
o que s6 é possivel se a1 = az = 0. Terfamos, portanto, a; = a2 = az = 0. No caso a, no qual a; = 0, (45.415) ficaria
as cos(azx) + ag sen(ax) = 0, o que s6 é possivel se az = az = 0. Terlamos novamente, portanto, a1 = az = as = 0. Isso estabeleceu a
independéncia linear das fungdes fi, f2 e fs.

Isto posto, impor em (45.414) que J,, g(z, L — ) = 0 seja satisfeita para todo 0 < = < L equivale a impor

sen(fL) = 0, (45.416)
csen(al) = 0, (45.417)
cos(BL) + ccos(al) = 0. (45.418)

De (45.416) temos 8 = nm/L com n € IN, mas n > 0 para excluir a solugdo nula. Com isso, teremos por (45.418) que

ccos(al) = (=)™, (45.419)
Isso, em particular, implica que ¢ # 0 e, por (45.417), concluimos que sen(aL) = 0, o que implica & = mm/L com n € INg e m € INo.
Dessa forma, (45.419) significa que ¢ = (—1)™""*1,

Concluimos disso que as fungdes

) _ mrx nTY\ o ymetn mry nrx
My (z, y) = sen (7L ) sen (—L ) (-1) sen (7L )scn(—L )

com m, n € IN, satisfazem a equagdo de Helmholtz com \ = %;(n2+m2) e satisfazem todas as condi¢des de contorno (45.411)-(45.413)
sendo, portanto, o modos de vibragdo do problema.

A fun¢do Momn(z, y) é identicamente nula caso m = n e tem-se M, (a
Mmn(z, y) com m > n > 1 sio independentes.

= —(=1)"""Myum(z, y). Assim, apenas as funcdes

Obtenha as relages de ortogonalidade na regido T para as funcdes Myn(z, y), m >n > 1. o+

E. 45.59 Ezercicio. [Membrana circular com amortecimento] Determine a solucdo da equagio de ondas com amortecimento

1 9%u u

For T A=
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7 > 0, em duas dimensdes, no interior de um disco de raio R > 0, com |u(p, ¢, t)| < oo, com condi¢des de contorno de Dirichlet
u(R, ¢, t) =0 e com as condi¢des iniciais

u(p, ¢, 0) = 0 e %(p, @, 0) = wo(p), (45.420)

onde

V, 0<p<Ro,

vo(p) = (45.421)
0, Ro<p<R,

onde 0 < Ro < R. Acima, as coordenadas p e ¢ referem-se ao sistema de coordenadas polares cuja origem coincide com o centro do
disco de raio R.

Sugestdo 1. Ao resolver a equagio para a parte temporal (método de separagdo de varijveis), lembre-se que os modos de vibra¢io
podem ter amortecimento subcritico, critico ou supercritico. Para simplificar, considere que n3o haja amortecimento critico. Sugestio
2. Para o cdmputo explicito das integrais referentes as condicdes iniciais (45.420)-(45.421), use o fato que xJo(x) = - (zJi(x)) (vide
(16.164), pagina 948).

Os modos de oscilagdo de problemas com amortecimento, como aqueles acima, sdo denominados modos quase-normais. *

E. 45.60 Ezercicio. [Modos de vibragao de um setor triangular de um disco] Determine a solu¢io da equacio de ondas
em duas dimensdes para o movimento transversal de uma membrana bidimensional na forma de uma setor triangular de um disco de raio
R > 0 e angulo de abertura 3, ou seja, contida na regido (em coordenadas polares) 0 < p < Re 0 < ¢ < 3, com 0 < 8 < 27. Vide
Figura 45.22, pagina 2726. Assuma que a membrana est3 fixa nas bordas, ou seja, assuma as condicdes de contorno u(R, ¢, t) =0
paratodo t € R etodo 0 < ¢ < B eulp, 0, t) =u(p, B, t) =0 paratodot € R e todo 0 < p < R (condi¢cdes de contorno de
Dirichlet). Mostre que a solugio da equacdo de ondas que satisfaz as condi¢cdes de contorno é

u(p, ¢, 1) = Z Z Jim (%) sen (”;ﬂ Lp) {Amn cos (_a,;ct) + Bumn sen (_a";ct)] R

m=1n=1

mzx

onde vy, = T e onde aj;™ é o n-ésimo zero de J,,, na semirreta (0, co). Determine as constantes A, € Bmn a partir das condicdes
iniciais u(p, @, 0) = uo(p, ¥) e 3(p, ¢, 0) = vo(p, ¢), sendo uo e vy funcdes dadas em 0 < p < R e 0 < ¢ < 3 e que representam

a posi¢do e velocidade, respectivamente, de cada ponto da membrana em ¢ = 0. Serd necessario usar as relagdes de ortogonalidade
(16.217), pagina 959, para as fungdes de Bessel .J,,, assim como as rela¢des de ortogonalidade para as fun¢des sen (m—q" ©). &

E. 45.61 Egercicio. [Membrana anelar| Determine a solu¢do da equacdo de ondas em duas dimensdes para o movimento
transversal de uma membrana anelar, de raio interno R; e raio externo Rz com 0 < R; < R, ou seja, contido na regido (em
coordenadas polares) R1 < p < Ry e 0 < ¢ < 2m. Assuma que a membrana estd fixa nas bordas (condi¢des de contorno de Dirichlet),
ou seja, assuma as condicdes de contorno u(R1, ¢) = u(Ra, ) = 0 para todo 0 < ¢ < 27. Mostre que a solugdo da equacdo de ondas
que satisfaz as condicdes de contorno é

S im trmn Ct mnCl
u(p, ¢, t) = Z szn(ﬂ) eme [Amncos (%) + Bnn sen (%H ,

m=—o0 n=1

L fomn Ry Hmnp\ frmn R fomn p
Ron(p) 1= N (71?’2 )Jm <sz ) T (Tz; )Nm <Tz ) ,

sendo que fimn é 0 n-ésimo zero no intervalo (0, co) da fun¢do
R R
Lin(z) := N <R—;z> Jin (@) = I (R—;z) N ()

A determinagdo das constantes A..n € Bmn a partir das condi¢des iniciais usuais pode ser feita com uso das relagdes de ortogonalidade
descritas no Teorema 16.8, pagina 962. *

E. 45.62 Ezercicio. [Membrana triangular-anelar] Determine a solucdo da equagdo de ondas em duas dimensdes para o
movimento transversal de uma membrana na forma de um setor triangular-anelar, ou seja, contida na regido (em coordenadas polares)
Ri<p<Re0<p<f com0< R <Rye0<f<2r. Vide Figura 45.22, pagina 2726.
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Figura 45.22: A esquerda: um setor triangular de um disco, com raio R > 0 e angulo de abertura 3, sendo 0 < § < 27.
A direita: um setor triangular anelar de um disco, com raio interno Rj, raio externo Rs e angulo de abertura /3, sendo
0< Ry <Ryel<f<2m

Assuma que a membrana est3 fixa nas bordas, ou seja, assuma as condigdes de contorno u(R1, ¢, t) = u(Rz, ¢, t) = 0 para todo
teRetodo0< p < Beulp, 0,t)=u(p, B,t)=0paratodot € R etodo R < p < Ry (condicdes de contorno de Dirichlet).
Mostre que a solugdo da equagdo de ondas que satisfaz as condi¢des de contorno é

= mm mnCt mn C
u(p, ¢, t) = Z ZRM,L(‘D) sen (7 Lp) |:Amn cos (MR—2) + Bpn sen (‘R—2):| s

m=1n=1

L Lmn R1 Hmnp\ Lmn R1 Hmn p
Ron(p) = Nu, (—32 )J (—Rz ) T (—32 )Nym (_32 ) :
_ mn

onde v, i= i sendo que fimn é 0 n-ésimo zero no intervalo (0, oo) da fungdo
R R
Lm(z) := Nu, (R—;z> T (@) = oy (R_:Z> N, (z) .

A determinag3o das constantes A, € B.mn a partir das condi¢des iniciais usuais pode ser feita com uso das relagdes de ortogonalidade
descritas no Teorema 16.8, pagina 962. *

45.13.5 Problemas sobre Ondas e Difusao em Trés Dimensoes Espaciais

E. 45.63 Ezercicio. [Ondas amortecidas em uma esfera] Determine (t3o detalhada e explicitamente quanto possivel) a solu¢cdo
da equagdo de ondas com amortecimento
1 0%u u
2o "ot
4 > 0, em trés dimensdes, no interior da esfera de raio R, com |u(r, 6, ¢, t)| < oo, com condicdes de contorno de Dirichlet
u(R, 0, ¢, t) =0 e com as condi¢des iniciais

—Au = 0,

wr 0,6.00=0 e 2000 = wi),

onde
V, 0<r<Ry<R,
vo(r) =
0, Ro<r<R.
Os modos de oscilagdo de problemas com amortecimento, como aqueles acima, sdo denominados modos quase-normais. *
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E. 45.64 Ezercicio. [Resfriamento de um paralelepipedo] Resolva a equagdo a derivadas parciais

u (0 Gy
ot ox2 T oy? ' 022)
com D > 0, constante, ecom 0 <2 < L1, 0<y <Ly e0<z< Ls. Osndmeros L1, Ly e L3 s3o positivos e arbitrarios. A equagdo
acima é a versdo para trés dimensdes da equagdo de difusdo.
A condigio inicial é
Tz
o, 2 0) = oo, . 2) = @) e = )] sen ()
onde

L
paraOSxﬁ—l,

,
f(@) = . 2
(Li—2), para <o <Ly

As condi¢des de contorno sdo tais que u(z, y, z, t) se anula para z = 0, para x = L1, para y = 0, para y = Ly, para z = 0 e para
z = L3. Sugestao. Use o método de separacdo de varidveis.

Esse problema corresponde ao da condugdo de calor em um paralelepipedo condutor térmico de lados L1, L2 e L3 e constante de
difusdo D. A fungdo f representa a temperatura como fun¢do da posicdo em t = 0. A condigBes de contorno correspondem ter-se as
paredes do paralelepipedo mantidas a uma temperatura nula. &

E. 45.65 Ezercicio. [Resfriamento de uma esfera] Uma esfera homogénea de raio R, boa condutora de calor, com constante
de difusdo D > 0, encontra-se em contacto térmico com um banho térmico a temperatura 7' = 0. No instante de tempo t = 0 a
temperatura inicial da esfera é descrita (em um sistema de coordenadas esféricas, cuja origem coincide com o centro da esfera) por uma
fungdo uo(r, 0, ¢), com 0<r <R, 0<O<meld<¢p<2m

a. Determine a temperatura u(r, 6, ¢, t) de um ponto do interior da esfera com coordenadas (r, 6, ¢) no instante ¢t > 0.

sen(§)

b. Determine explicitamente u(r, 6, ¢, t) para o caso em que uo(r, 0, @) = TUT, onde £ = 7r/R.

Sugestdo. Fungdes de Bessel esféricas. *

E. 45.66 Ezercicio. [Resfriamento de um cano] Um cano cilindrico infinito, cujo raio interno é R, e cujo raio externo é Rs,
é formado por um material M. cuja constante de difusdo térmica é D. O cano estd em contacto por dentro com um material M) a
temperatura T3 e por fora com um material M, a temperatura T5. As temperaturas dos materiais M; e M> sdo mantidas constantes e
ndo mudam nem com o tempo nem com a posi¢3o.

Adotemos coordenadas cilindricas (r, ¢, z), cujo eixo z coincide com o eixo do cilindro. Deseja-se determinar a temperatura
u(r, ¢, z, t) no interior do cano, ou seja, para Ry < r < Ry. Como o cano é infinito e as temperaturas dos meios M1 e M> n3o variam,
a temperatura u deve ser apenas uma fungdo de r, ¢ e t.

Seguindo a Lei de Fourier, as condi¢des de contorno a serem satisfeitas em 7 = R1 e em r = Ry devem impor que o fluxo de calor
na superficie de contacto entre o cano um meio externo deve ser proporcional a diferenca de temperatura entre ambos os meios na
superficie de contacto, sendo que a constante de proporcionalidade o depende de ambos os materiais em contacto térmico. Ou seja,
devemos impor

9
B—U(Rl, @, t) = +o1[u(Ry, ¢, t) —T1]
T
¢ P
B o 1) = —oalu(Re, 0. 1)~ T3]

para todo ¢ e todo .

Sabendo que a temperatura no interior do cano (ou seja, para Ry < r < Ry) era uo(r, ¢) no instante ¢ = 0, determine a temperatura
u(r, ¢, z, t) para todo t > 0. A temperatura u deve satisfazer a equac3o de difusio do calor
du

i DAw .

Sugestdo. As condi¢des de contorno acima sdo ndo-homogéneas. Para passar para condicdes homogéneas, proceda da seguinte
forma. Escreva

u(r, @, t) = f(r, @, t) +g(r)
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e escolha g, que é uma fung3o apenas de r, de modo que Ag = 0 e de modo que

g'(R1) —o1g(R1) = —onT

' (R2) + 029(R2) = +o2T5 .
Com isso, como Ag = 0, a fun¢do f deve satisfazer também a equacdo de difusdo
of
— = DA
ot 4
mas com condi¢Bes de contorno homogéneas
0,
%(Rl, @, t)—o1f(Ri, ¢, t) = 0
0,
U (o, o, 1)+ 0af (2 9, 1) = 0,

para todo t e todo .

Comentdrios: 1% A determina¢do dos autovalores ndo precisa ser feita completamente, caso envolva a solu¢do de uma equacdo
transcendente. E suficiente deixar indicado como proceder. 22 A solugdo para f requer o uso de fungdes de Bessel e de Neumann,
semelhantemente ao Exercicio E. 45.61, pagina 2725, mas as condi¢cdes de contorno daquele exercicio eram de Dirichlet, enquanto que,
no caso presente, sdo mistas. Tal como naquele exercicio, é importante determinar as relagdes de ortogonalidade a serem usadas e para
isso recomenda-se dar uma olhada no Teorema 16.8, péagina 962, e adaptar a demonstracdo para o presente contexto. lIsso pode ser
trabalhoso. 3% N3o esquecer que a condicdo inicial para f é f(r, ¢, 0) = uo(r, ¢) — g(r). *

* kokk ok

45.13.6 Problemas Envolvendo Funcoes de Green

E. 45.67 Ezercicio. [Fungao de Green para o oscilador harménico amortecido] Sejam p > 0 e wo > 0, constantes.

I. Usando transformadas de Fourier, obtenha uma solugdo fundamental associada ao operador diferencial ;?' —+ pd‘it + wé, ou seja,

uma solugdo G de
& PP Gt, t') = 8(t—t)
€ pdl, o | G, = 5
em cada um dos seguintes casos:
1. p < 2w (caso subcritico),
2. p > 2w (caso supercritico) e
3. p=2uwo (caso critico).

II. Mostre que para t > 0 uma possivel solu¢do da equagdo do oscilador harménico amortecido forcado

. . 1

#(t) + pi(t) + wiz(t) = —1() (45.422)
é L e

Ton(t) = — / G(t, ') f(t)dt' . (45.423)
m Jo
A solu¢do geral da equagdo (45.422) é obtida adicionando-se a essa solugdo a solugdo geral da equagdo homogénea & (t) + pi(t) +
2

wiz(t) = 0.

III. Fazendo uso da forma explicita da solu¢do fundamental obtida acima, verifique que a solu¢do dada em (45.423) satisfaz nos trés
casos (subcritico, supercritico e critico) as condi¢des 2,1 (0) = 0 e @1 (0) = 0. Mostre com isso que a solugdo do problema de
valor inicial

#(t) + pi(t) + wia(t) = %f(t), com 2(0) = z0 e #(0) = v, (45.424)

para t > 0 serd dada por x(t) = x4 (t) + znn(t), onde z;, é a solu¢do do problema de valor inicial homogéneo

#(t) + pi(t) + waz(t) = 0, com z(0) = xo e @(0) = wo. (45.425)
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IV. Usando os fatos acima, prove que para ¢ > 0 a solu¢do z(t) da equag¢io do oscilador harmdnico amortecido forcado (45.422) com
as condicdes iniciais 2(0) = zo e ©(0) = vo é dada por:

1. Caso p < 2w (caso subcritico):

_ 2 2 t
o) = e "2 (.,KDCOS(M,,) + P“’Z_:Lﬂ / =72 gon (ot — ) £ (1)
1

sen(wﬁ)) +
mwi Jo

S 2
onde w1 := \/wi — &

. Caso p > 2wy (caso supercritico):

iy 2v) L A
x(t) = e */? (zo cosh(wat) + pzo27::lu senh(wzt)) + m/ e P(tt0/2 senh (wa(t — t')) f(t') dt’ .
0

2
2 2
onde ws := /& — wi.

. Caso p = 2wy (caso critico):

t 1 /9
a(t) = e "/? ( (1 + gt) o +tvo> + %/ (t—t)e P2 p) dt .
0



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 5 de julho de 2025 Capitulo 45 2730/3042

Apéndices

45.A Duas Transformadas de Laplace

Nesta se¢ao vamos mostrar como calcular as transformadas de Laplace das seguintes funcoes:

1 a? 1 a?
t) = —=exp|—— e t) = ——=exp|— |,
1) = Jew (=) o0 = e (<)
onde t >0 e a > 0. Como vimos na Segao 45.3.3, pagina 2633, as transformadas de Laplace dessas fungoes sao uteis na

resolugao da equagao de difusao para uma barra metélica homogénea semi-infinita, ou seja para a resolugao da equagao
de difusao em (0, o).

Como veremos, a transformada de Laplace de g é facilmente obtida a partir da de f, de modo que comegaremos com
esta. Temos que, para s > 0,

cle = [ Xp(fttT)dt

Para calcular esta integral teremos que proceder uma série de mudangas de variavel de modo a chegarmos (como veremos)
& uma integral de Laplace, que sabemos calcular. Claro que poderfamos fazer toda a sequéncia de mudangas de varidvel
de uma s6 vez, mas por razoes pedagégicas vamos fazé-las separadamente.

2 2
P .
Comegamos escrevendo —st — 4~ = — (\/E\/Z - \%) — 2a,/s. Assim, ficamos com

Llfl(s) = 6’2"‘5/00C Mdt'

Agora fagamos a mudanga de variavel u = /sv/f, com du = %> 4L, Ficamos com

9e—20vF [0

L[f](s) = —

Definindo b := ay/s, podemos escrever

ge—2avs oo
Llf(s) = A

0

u

E natural agora fazermos a mudanca de varidvel v = com dv = d—\/'% Ficamos com

B
2Vhe-2avs [ 172

Lifl(s) = ——— exp | —b|v— = dv . 45.A.1

) = 22— [T e . (15.4.)

Seja agora a funcao y(v) = v — % com v € (0, 00). Afirmamos que essa fun¢io é uma bijegao de (0, co) em R. Isso
segue do fato que y'(v) =1+ ”% > 0, para v € (0, o), e das observagoes que lim y(v) = —oco e lim y(v) = co.

v=0 v—ro0
E. 45.68 Ezercicio. Justifique por que y os argumentos acima implicam que y é bijetora. Faca um grafico de y(v). o+

E facil mostrar que a fungao inversa de y é

N
oly) = LEVEER Zy 2 yer. (45.A.2)
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i . - 1 N = 2
E. 45.69 Ezercicio. Verifique isso resolvendo a equagdo y = v — > em v. Isso leva 3 equagdo de segundo grau v> —yv — 1 = 0, que

yt\y2+4
2

tem por solu¢des v = . E facil constatar que a solugdo com o sinal “—" n3o interessa (pois é negativa). &

N s - L 1
Retornando & equagao (45.A.1), a mudanga de varidveis a se fazer é justamente y = v — —, com
v

1 y
dv = - [14+—=—]dy.
2( \/l/2+4> Y

E. 45.70 Egercicio. Verifique isso a partir de (45.A.2). "

Ficamos entdo com o seguinte:

whe2VE1 [, Y
LIf(s) = Ti/me by (H\/ﬁ> dy.

Note que os limites de integracao mudaram, pois y vai de —oco a 0o quando v varia de 0 a co. A integral

~ by? Yy
/ e ———dy
—oo Vy?+4

vale zero, pois o integrando é uma funcao impar. Logo,

etv’ dy .

o205 oo
ol = 2L

Vs 2/

Como anunciado, a integral que aparece do lado direito ¢ uma integral de Laplace e, como é bem sabido,

oo
—by® _ /T
[m e dy \/;

e2avs I3
L[fl(s) = MT%\/%,

o) = [Zeve.

Diferenciando ambos os lados dessa expressao em relagao a a, concluimos também que

N

a

Logo,

e concluimos que

Llgl(s) =



