Capitulo 45
Notas Sobre Mecanica Classica. 1
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ESTE capitulo obteremos alguns resultados basicos da Mecéanica Cléssica, inclusive sobre o movimento de corpos
rigidos, fazendo uso nesse tema de alguns resultados sobre o grupo SO(3), tratado na Segao 21.4.2, pdgina 1121.
Na Secao 45.5, pagina 2588, sao apresentados e discutidos os ingredientes mais importantes do formalismo La-

grangiano e na Segao 45.7, pagina 2620, do formalismo Hamiltoniano. O importante Teorema de Noether é demonstrado

e discutido na Segao 45.6, pagina 2611. Para a leitura deste capitulo alguma familiaridade com nocoes elementares da

Mecanica Cléssica é recomendada.

E desnecessério dizer que h& uma vasta literatura dedicada aos assuntos aqui dispostos e sugerimos alguns textos,
todos de alta qualidade. Para textos com maior profundidade matematica: [22], [2], [169] e [528]. Para textos com maior
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énfase em questoes de Fisica: [302], [448], [267], [180], [288], [317], [301], [522]. Um cldssico matemadtico sobre Mecanica
Celeste é o texto de Carl Siegel! e Jiirgen Moser? [439]. Um cldssico sobre teoria e prética da Mecénica de Corpos Rigidos
é a obra de Felix Klein® e Arnold Sommerfeld* [452].

Este capitulo é continuado no Capitulo 46, pagina 2647, onde sao discutidas solugoes de alguns problemas mecanicos
especiais e suas aplicagoes.

Comentdrios sobre a notagdo. E comum denotar-se vetores no espago fisico tridimensional com a sobreposigio de uma flecha: Z, @ etc., mas
ocasionalmente evitaremos fazé-lo para manter uma certa limpeza grafica nas expressdes. Os produtos escalares usuais entre dois vetores T e
i de R? serdo aqui denotados tanto por @ - §f quanto por (#, #). Seu produto vetorial seré denotado por & x §i. O leitor deve ser informado
que alguns textos, denotam o produto vetorial por & A ¥ e outros, especialmente de autores russos, denotam o mesmo produto vetorial por
Z, ). Essa tltima notagao decorre do fato, ja comentado alhures, de R® ser uma élgebra de Lie em relagio ao produto vetorial e o colchete
usualmente denota a operagdo de produto em uma &lgebra de Lie. Nao usaremos essa notagao aqui. Como usual na Mecéanica Classica,
denotamos a primeira derivada temporal de uma fungdo f pelo simbolo f, a segunda derivada por f etc., notagio esta que s6 evitaremos se
houver perigo de confusdo ou ambiguidade. Essa notagao teria sido criada pelo préprio Newton. Coordenadas e velocidades generalizadas,
frequentemente empregadas no formalismo Lagrangiano, serdo designadas com um indice superior, como em ¢* ou ¢%, respectivamente. Hd
excegbes para essa regra e o leitor deve estar atento. Momentos generalizados sao denotados com um indice inferior, como pq. &

45.1 Sistemas de Referéncia e suas Transformacoes na Meca-
nica Classica. Aceleragoes Inerciais

Na Mecéanica Cléssica, na auséncia de vinculos, o espaco fisico € é concebido como uma variedade tridimensional ho-
meomorfa ao espaco Euclidiano R®. Isso significa que cada ponto do espaco fisico & pode ser bijetivamente associado
a uma tripla de coordenadas Cartesianas que representam uma carta (global) de coordenadas. O espago fisico pode
ser mapeado por infin dessas cartas globais de coordenadas Cartesianas, que denominamos sistemas de referéncia.
Sistemas de referéncia sao como palcos onde os movimentos dos corpos materiais sao acompanhados. Fazemos uso deles
para descrever e expressar leis fisicas. Na Mecanica Cldssica o tempo tem um papel absoluto, o que significa dizer que
é possivel calibrar relégios arbitrarios distintos, fixos em sistemas de referéncia eventualmente distintos, de forma que os
mesmos coincidam em suas mensuracoes dos instantes de ocorréncia de eventos. Sistemas de referéncia podem mover-se
uns em relagao a outros e logo abaixo discutiremos de que forma tais movimentos sao concebidos na Mecanica Cléssica.

Como todas as dreas da Fisica, a Mecanica Cldssica formula seus principios sobre certos conceitos idealizados, os
quais, estritamente falando, correspondem apenas de forma aproximada a certos objetos reais. Uma dessas idealizagoes é
a nogao de ponto material, outra é a nogao de corpo rigido, do qual trataremos mais adiante. Tais idealizacoes sao uteis
por permitirem uma descrigdo matemdtica simples do movimento dos objetos idealizados.

Pontos materiais sao objetos fisicos sem extensao mas dotados de massa. Seu movimento pode ser descrito por
trajetorias que, em cada sistema de referéncia, representam fungdes, continuas e ao menos uma vez diferencidveis,
definidas em algum intervalo de tempo I e assumindo valores em R3. B parte da formula¢ao da chamada segunda
lei de Newton® que a trajetéria de um ponto material satisfaz uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem.
Assim, sua determinagido em um dado sistema de referéncia necessita de duas informagoes: a posic¢ao e a velocidade do
ponto material em um dado instante de tempo nesse sistema de referéncia. Sob hipéteses adequadas, essas informagoes
definem univocamente as trajetérias e, portanto, descrevem o estado de movimento do ponto material.

Tradicionalmente, na Mecanica Cldssica nao é costume atribuir a pontos materiais um momento angular intrinseco
(“spin™), ainda que seja possivel fazé-lo. Vide para tal os artigos de Jean-Marc Lévy-Leblond® citados na Nota da pagina
1194.

Na Mecanica Cléssica, corpos materiais extensos, como gases, liquidos ou sélidos, sao idealizados como sendo com-
postos por (eventualmente infinitos) pontos materiais em estados variados de agregagdo. O conhecimento das leis de
movimento de pontos materiais permite, assim, ao menos em principio, estudar propriedades Mecanicas de formas mais
realistas de matéria.

LCarl Ludwig Siegel (1896-1981).

2Jiirgen Kurt Moser (1928-1999).

3Christian Felix Klein (1849-1925).

4Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868-1951).
5Sir Isaac Newton (1643-1727).

6 Jean-Marc Lévy-Leblond (1940-).
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A chamada primeira lei de Newton é uma afirmagao de existéncia: existem sistemas de referéncia, denominados
sistemas de referéncia inerciais, nos quais todo ponto material que se mova sem a agao de forgas externas permanece em
seu estado de movimento, ou seja, permanece movendo-se com velocidade constante. Os demais sistemas de referéncia
sao ditos sistemas de referéncia nao inerciats. Essa definicao de sistemas de referéncia inerciais necessita que se tenha
definido previamente a nocao de forga. Nao vamos entrar nessa discussao aqui por desviar-nos de nossos propésitos mais
pragmaticos, mas afirmamos que essa questdo nao é de forma alguma desimportante e é, em verdade, parte de uma
questao central da Fisica, a saber, a de entender de que formas objetos materiais interagem entre si de modo a alterar
seus estados de movimento.

O chamado Principio de Relatividade, formulado originalmente por Galilei” e estendido em seu significado por Eins-
tein®, afirma que as Leis da Fisica sdo identicamente formuladas em sistemas de referéncia inerciais distintos. Isso
aplica-se, em particular, as leis da Mecanica Cléssica, como veremos na discussao sobre a segunda lei de Newton.

e Transicao de sistemas de coordenadas

Vamos considerar que tenhamos dois sistemas de coordenadas k ¢ K (vide o esquema da Figura 45.1, pdgina 2541)
descrevendo pontos do espacgo fisico €. Um dado ponto arbitrdario P de € pode ser descrito por dois conjuntos de
coordenadas Cartesianas: ¢p, no sistema k e Qp no sistema K. Denotamos por A : K — k a fungdo que realiza a
transicao entre as coordenadas dos dois sistemas, ou seja, a fungao tal que A(Qp) = ¢p para todos os pontos P € &.

e Sistemas de referéncia em movimento relativo

O ponto de partida de nossa anélise é a defini¢ao de movimentos relativos de sistemas de referéncia (inerciais ou nao)
na Mecanica Cléssica, tema de fundamental relevancia no estudo da Mecéanica. Dizemos que um sistema K move-se
continuamente em rela¢io a um sistema k caso a func¢ao de transi¢io A seja continuamente dependente do tempo: A,
com t € R. Em verdade, essa defini¢do ¢ ainda muito geral, pois é um fato advindo da experimentagao que nem todos
os movimentos sao permitidos na Mecanica Classica, apenas os chamados movimentos Euclidianos.

Um movimento de K em relagao a k, denotado por A; : K — k, com t € R, é dito ser um movimento Euclidiano do
sistema se K em relagao ao sistema k se preservar as distancias entre pontos, ou seja, se para todo (jl e Qz € K e todo
t € R valer . . . .

[4:(@) = 4(@)| = 1@ =@ - (45.1)

Essa hipétese, a de que em cada instante de tempo K e k me¢am as mesmas distancias entre pontos, é uma hipétese
fundamental de nossa analise e dela extrairemos nossas conclusoes bésicas sobre a descrigdo cinemética da Mecanica
Cléssica. Note-se que essa hipGtese é falsa na Mecanica Relativistica, onde o ingrediente basico fundamental nao é a
preservacao de distancias no espago fisico, mas a preservacao do intervalo entre pontos do espago-tempo. Vide para tal
a discussao da Secao 21.7, pagina 1167.

Doravante consideraremos todos os movimentos entre sistemas de referéncia como sendo Euclidianos. Consideraremos
também, salvo mengao em contrério, que os sistemas K e k possuam eixos de coordenadas Cartesianas.

A hipdtese expressa em (45.1) fixa a forma geral da fungao A; : K — k. De fato, o Teorema 21.7, pagina 1103,
informa-nos que A; ¢é forgosamente da forma A,/(Q‘) = R,Q + & onde, para cada t € R tem-se R; € SO(3) e & € R®. Em
palavras, isso nos diz que os sistemas de referéncia K e k sio associados por uma translacio ¢ € R? e por uma rotagio
R, € SO(3), ambas eventualmente dependentes do tempo.

Ambas as fungoes R; e ¢; sao supostas continuas como fungoes de ¢, pois movimentos fisicos tém de ter essa proprie-
dade. Supomos R; € SO(3) e nao R; € O(3), pois podemos passar do segundo caso ao primeiro por um simples acerto
da orientacao dos eixos coordenados do sistema K em relagio aos de k.

No que segue, suporemos que R; e ¢, como fungoes de ¢, sao continuas e tantas vezes diferencidveis quanto necessario.
E importante lembrar que, segundo o jé citado Teorema 21.7, pdgina 1103, tanto R, quanto ¢ sdo univocamente
determinados.

Temos, portanto, a seguinte situagio: se considerarmos um ponto fixo no sistema K com um vetor de coordenadas
Q, as coordenadas desse mesmo ponto no sistema k serao dadas por

G = RG+a, (45.2)

7Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei (1564-1642).
8 Albert Einstein (1879-1955).
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Figura 45.1: Esquema da relagao entre dois sistemas de referéncia Cartesianos k e K. O vetor ¢ é um vetor do sistema
k que indica a posigao da origem de K. Ambos os sistemas tém os eixos igualmente orientados, mas que tornam-se
paralelos ap6s uma rotagdo indicada por R. O ponto P é um ponto do espago fisico e possui um vetor de coordenadas
¢ no sistema k e um vetor de coordenadas @ no sistema K. Note-se que ¢ e ) nao vivem no mesmo espago vetorial, a
relacdo entre eles sendo dada em (45.2).

com R; € SO(3).

Com um pouco mais de generalidade, se tivermos um ponto material descrevendo uma trajetéria descrita no sistema
de referéncia K por uma fun¢ao Q(t), com ¢ € I, sendo I um intervalo aberto de R (a fungao Q(t) é suposta continua e
tantas vezes diferencidvel quanto necessario), entao sua trajetéria em k serd descrita pela funcao ¢(t), com ¢ € I, dada
por

q(t) = RQt) +¢ . (45.3)
Disso segue que
Q) = R'(at) - &) = R (d) -a) - (45.4)
Assim,
(45.4

Q) = RQW + RQW +& "2 BRI (0 - &) + RiQ(O) + & .
Como R; € SO(3), tem-se 1 = R;R] para todo t. Diferenciando-se essa identidade em relagio a ¢ e usando o fato

que 4 (RT) = (Rf)T, obtemos 0 = R,RT + R, (Rf)T = R.RT + (R,Rf)T Tsso prova que R;R] é uma matriz real
antissimétrica e, portanto, pode ser escrita na forma

BB =G J = w0 —w@]| (45.5)
—wa(t)  wilt) 0
para algum vetor & € R® com componentes Cartesianas (wi(t), wa(t), ws(t)). Acima, usamos a notagao o - 7=

w1 (t)J1 + wa(t)J2 + w3 (t)J3. Recordar que as matrizes Jq, Jo e J3 (o0s geradores infinitesimais do grupo SO(3), dadas em
(21.92)-(21.94), pagina 1123) formam uma base no espaco das matrizes reais antissimétricas 3 x 3 e sdo explicitamente
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dadas por
00 0 0 01 0 -1 0
=100 1], =000, dB=[1 0 0]: (45.6)
01 0 -1 0 0 0 0 0

O vetor &; € R? é muito til na descricio de movimentos e sua interpretacio serd discutida mais adiante. Usando o
vetor &, podemos escrever

Q) = (@ 3) (@) - &) + RQW) +& = G x (@) - &) + RG) + &, (45.7)

B
I
I3
X
21

onde usamos o fato, mencionado em (21.112), pagina 1127 (vide também Exercicio E. 21.50), que (CJL . ])
para qualquer @ € R3. Verifique!
A relagao .
at) = & x (@) — &) + RGt) + & (45.8)
é o ponto de partida de alguns desenvolvimentos da Cinemética e da Dinamica Cléssicas.

e Interpretacdo dos termos em (45.8)

A expresso (45.8) fornece o vetor velocidade (t) de um ponto material observado no sistema k como soma de trés
termos.

O termo & em (45.8) ¢ a velocidade translacional do sistema K em relagao ao sistema k. A ele se adiciona o termo
RiQ(t), que ¢ a velocidade do ponto material em K, a saber, ((t), transferida para k por meio da rotagio R;.

Para entendermos o primeiro termo em (45.8), consideremos em primeiro lugar a situacio em que ¢ =0 e Q(t) =0
para todo t. Nessa situagao, as origens de k e K coincidem e o ponto material estd fixo em K. A relagao (45.8) fica
simplesmente ¢(t) = &; x ¢(t), ou seja,

i) = (at .J) O (45.9)
Se &; = W, constante para todo ¢, com &y # 0, a equagao (45.9) é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias lineares
homogeéneas a coeficientes constantes e sua solugao é
L) ~ AN . &
q(t) = exp (t(wo ‘J)>q(0) = exp (Hwo”t(wo ~J))q(0) . com Qg = ﬁ . (45.10)
wo
Vide a discussao sobre solugoes de sistemas de equagoes diferenciais ordindrias lineares no Capitulo 14, pagina 713.
Conforme nossa discussao da Sec¢ao 21.4.2, pdgina 1121, a matriz exp (HQOHIS (&)o . j)) representa uma rotacao de um
angulo H@ont em torno do eixo definido pelo vetor unitério wy = E)O/”ng A expressao (45.9) indica, portanto, que ¢(t)
executa no sistema k um movimento rotacional uniforme em torno do eixo definido por QO/HEJD” com velocidade angular
HLUUHA O eixo de rotagao passa pela origem, nesse caso.

O vetor @y é, desta forma, interpretado como o vetor que determina o eixo de rotacgao do sistema K em rela¢ao ao
sistema k e sua magnitude, HLUUH, ¢ a velocidade angular dessa rotagao. No caso de @; nao ser constante a interpretagao
é a mesma: ; determina o eixo de rotagao instantaneo do sistema K em relagdo ao sistema k, no instante t, e sua
magnitude, HL:QH, ¢é a velocidade angular instantanea dessa rotagao.

Por essa razao, passaremos a denominar ; como o vetor velocidade angular instantinea de K em relagao ao sistema
k no instante ¢. E importante destacar que o vetor &; deve ser interpretado como um vetor no sistema k.

e Eixo de rotagao
No caso em que @(t) =0, (45.7) fica % (4(t) - &) = ((ij) (q(t)—&). Caso ainda @ =0 (ou seja, & = &) e & = @o,

constante, com &y # 0, a solu¢ao é dada por

q(t) = G+ exp <||a0||t(w0<j)> (7(0) — &) - (45.11)
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Note-se que se ¢(0) = é + A@g, com A € R, teremos §(t) = & + A& para todo ¢. Verifique! Isso significa que os pontos
ao longo da linha reta €z, o, = {Eq + Ao, A € ]R} permanecem iméveis quando ¢ varia. A linha reta £z, 5, é formada
pelos pontos que passam por ¢y e aponta na dire¢ao de wy. Ela é denominada eizo de rota¢do do movimento descrito
por (45.11).

Em outras palavras, (45.11) representa, no sistema k, uma rotacdo em torno do eixo €z, o, = {60 + Adg, A € ]R}
com velocidade angular H“—’DH

Se considerarmos apenas a condigao Q(t) = 0 (ponto material fixo em K), ainda com &; = &y, constante, mas com
€; nao necessariamente constante, a relacao (45.8) fica

L@ —a) = o x (@ -a) = (3-T) @0 -a).

cuja solucao é ¢(t) = ¢ + exp (Hwouz(ao . ])) ((j'(()) - Eg). Escrevendo isso na forma

qt) = & —a+ [Ea +exp (”QOHt(wo . ])) (7(0) - ao)] (45.12)
e comparando a (45.11), vemos que trata-se da combinagao de dois movimentos: um movimento rotacional em torno do
eixo €z, @y 1= {0 + Ao, A € R} com velocidade angular |||, em um movimento translacional, descrito pelo termo

Gt — Co.

e Movimentos Euclidianos, caso geral

No caso em que @; uma fungao dada, ndo necessariamente constante, a equagao diferencial linear homogénea (45.9)
tem solugdo dada pela série de Dyson®:

i) = DWG0), com D(t) == Hg/ot/oi/ot (80 3) - (@ T) dig e (45.13)

Vide Segao 14.2.2, pgina 717. A equagao (45.5) pode ser lida na forma R = (@: ])Rt a qual pode ser encarada como
uma equagao diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem para R;. Novamente usando a série de Dyson,
obtemos a solugao

R, = D(t)Ro , (45.14)

onde D(t) é dada em (45.13). Como D(t) = RyRy", com R; e Ry elementos de SO(3), segue também que D(t) € SO(3).

A interpretagao de (45.14) é simples. O fator Ry faz o ajuste entre os eixos de K e k no instante inicial e o fator
D(t) implementa a evolugao temporal, uma rotagao varidvel com o tempo. Em particular, se &; = &y, constante, temos
também, como em (45.10),

Ry = exp (t(d}o .]))Ro = exp (“w[)“t(&)o . ]))Rg R com Wo = H ” . (45.15)
No caso geral de &; varidvel, como D(t) € SO(3), vale

o @19 oo T D) (T e 5
D)t = D@)T i‘ug(q)k/o/o /D (% J) (h J)dtk dty (45.16)

o fator (—1)* em cada termo da somatéria se devendo ao fato de as matrizes @ - J serem antissimétricas. Observe também
a mudanga na ordem do produto dessas matrizes em (45.16) se a compararmos a (45.13).
A expressao (45.13) permite obter expressoes gerais para ¢(t) em diversos casos de interesse. Considere em (45.13)

a situacio em que &; nao muda de dire¢do. Entdo, por (21.98), pdgina 1124, vale |, - I By I] = (ﬁt X th/) J=0

9Freeman John Dyson (1923-2020).
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para todos ¢ e t', j& que &; e Wy sdo sempre paralelos. Por (14.50), pagina 736, isso implica que nesse caso temos
D(t) = exp [(f(: wt'dt’) j] e, portanto,

q(t) = exp K/Oﬁwudt) J] 7(0) . (45.17)

E. 45.1 Egercicio. Retornando ao caso geral da equacio (45.8), mostre que se &, @; e ((t) forem fornecidos, entdo (t) é dada
por

qt) = &+ D(t)(§(0) — &) +/0" D(t, $)R.Q(s) ds , (45.18)

onde D(t) é dada em (45.13) e

D(t, s) = 1+§:/L/“m/”" (- 9) o+ (G - 9) dt -t (45.19)
= )L

Sugestdo: Estude o Capitulo 14, pagina 713, e use (14.12), pagina 717.
Segundo os resultados do Capitulo 14, temos D(t, s) = D(t)D(s)~" e, portanto,

@) = &+ D) [qm) —&% +/Ut D(s) R.O(s) ds] (45.20)

é uma forma alternativa de se escrever (45.18). £

Se em (45.8) considerarmos apenas a condicao G(t) = 0 (o ponto material esté fixo em K), temos a equagdo diferencial

d

San-a) = @x (@) -a), (45.21)

cuja solucio, segundo (45.20), é

q) = @+ D(0)(d0) - &) , (45.22)
que generaliza (45.12), no sentido de mostrar que nesse caso o movimento ¢ também uma combinagao de um movimento
rotacional (com eixo varidvel), representada pelo termo D(t)(q‘(O) — &), com uma translagdo, representada pelo termo
.
E. 45.2 Ezercicio. Usando (45.14) a relacdo (45.22) significa que R, ' (q(t) — &) = Ry ' (§(0) — &). Interprete essa relagio em
termos da transicdo entre os sistemas k e K. Compare (45.22) com a relagdo (45.2). Ed

E claro por (45.22) que %((j‘(t) - c:‘t) (que representa a velocidade relativa do ponto material em relagio & origem de
K) é um vetor ortogonal a & e a (¢(t) — &) e que vale também

d, N - _ L
ﬁ(q(t) —&) = G x (qt)—a), (45.23)
onde (g(t) — E':t)L = (q(t) - &) — <\|ng’ q(t) — E,> \Ig:H ¢ a componente de ¢(t) — & ortogonal a ;. Assim,

—(qt) - &)

d
dt

= l@ || @ -a)*|- (45.24)

e Aditividade do vetor velocidade angular instantanea

Um ponto relevante na interpreta¢ao de &; como sendo o vetor que representa a rotac¢ao instantanea do sistema de
referéncia K em relagio ao sistema k é o seu carater aditivo.

Vamos supor que tenhamos um terceiro sistema de referéncia K’ que se mova em relacio a K. Vamos considerar
um ponto material em movimento no espago, e sejam ¢(t), Q(t) e Q'(t) os vetores que descrevem sua trajetria nos
sistemas k, K e K', respectivamente. Segundo nossas consideragoes prévias, teremos as relagoes ¢(t) = RiQ(t) + ¢, e
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Q(t) = R,Q'(t) + & entre essas coordenadas. Assim, §(t) = RQ'(t) + &, onde (R = RR} e G =Ryl + C;) expressa
as coordenadas do ponto material no sistema k em termos das de K’.

Vamos denotar por &; o vetor velocidade angular instantaneo de K em relagao a k, por & o vetor velocidade angular
instantaneo de K’ em relagao a K e por &, o vetor velocidade angular instantaneo de K’ em relagao a k.

Pela definicdo (45.5), temos R, = (LD[ . I)R,, R; = (ﬁ{ . ])R; e };%L = (u:), ])EL Portanto,

1§

BT = Ri(R)™ = (BRi+ Reft)) (R) TR = (@ )RR+ Ro(@ - D)) (Rp) ™

R!
= @D +R@ DR DY @ D)+ (RE) T = @+ R T,

provando que B
@ = &+ Ry, . (45.25)

Observe-se que, pelas definigdes, &y e &; sao elementos de k, enquanto que & é um elemento de K'°. O aparecimento
do fator R; em (45.25) é necessario para que se faca a transicdo do sistema K (onde &, “vive”) para o sistema k.

Essa relagao mostra que os vetores que descrevem a velocidade angular instantanea compoem-se aditivamente em
cada sistema de referéncia, o que é coerente com a prépria nogao de vetor.

E. 45.3 Exercicio. Usando (45.25), mostre que

Ge = @@ x (Ridh)) + R, .

e Ainda sobre a interpretacao de &,

i - . - N —1

Se K ¢ K’ diferem apenas por uma translagio, ou seja, se R} = 1, teremos & = 0 (pois &;-J = Rj(R;) ™) e, portanto,
(45.25) diz-nos que &; = &, 0 que mostra que o vetor velocidade angular instantanea independe da origem adotada no
sistema K, mesmo se esta seja posta em movimento.

Se k/ for um sistema de referéncia que difere de k apenas por uma rotagao constante, teremos entre suas coordenadas
= Sq’,com S € SO(3). Assim, para a transicio entre as coordenadas de k’ e K teremos ¢’ = R;Q+¢/, com R} = S™'R,

e ¢/ = S~'¢,. Portanto, &, - Ji= I?;(R;)i1 =51 (R,RFI)S =91 (Qt I)S (21:119) (S’lc&'t) - J, estabelecendo que
& = 87'a, . (45.26)

Isso mostra que &; transforma-se como um vetor por mudangas de sistemas de referéncia envolvendo apenas rotagoes
constantes.

e A Segunda Lei de Newton

Se k for um sistema de referéncia inercial, o movimento de um ponto material de massa m > 0 sujeito a acio de uma
forca f(q, ¢, t) ¢é regido pela equagio
mq(t) = f(a(t), qt), t). (45.27)
Esse ¢ o contetido da chamada Segunda Lei de Newton. O caso expresso em (45.27) é o mais comum tratado na Mecanica
Classica e considera apenas forcas dependentes da posicao e da velocidade do ponto material e no mesmo instante de
tempo. Outras possibilidades, como forgas com retardo, sao também possiveis e fisicamente relevantes em certos casos.
No caso mais simples, a lei fisica expressa em (45.27) manifesta-se na forma de uma equagao diferencial ordinéria de
segunda ordem. Para sua solugio condigdes iniciais devem também ser adicionadas, tais como aquelas que fornecem a
posi¢ao ¢(to) e a velocidade ¢(to) do ponto material no sistema inercial k em um instante “inicial” ¢y. Sob condigoes

10Estritamente falando, o correto matematicamente seria dizer que &; e &y sdo elementos do espago tangente de k, enquanto que &, é um
elemento do espago tangente de K. Como um sistema de referéncias Euclidiano coincide em certo sentido com seu espago tangente, evitamos
o que poderia ser visto como um preciosismo de linguagem.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2546,/2825

adequadas (por exemplo, continuidade e diferenciabilidade de f em relagao & varidveis ¢ e r‘]) teoremas gerais da teoria
das equagoes diferenciais ordindrias garantem existéncia e unicidade de solugoes (vide a discussio geral do Capitulo 12,
pégina 666).

Observamos aqui en passant que na Mecéanica Cldssica é assumido que a massa de um ponto material é constante no
tempo e é a mesma em quaisquer sistemas de referéncia, inerciais ou ndo. Como ¢é bem sabido, esse principio é falso na
Mecanica Relativistica.

e O vetor velocidade angular instantanea intrinseco

Doravante consideraremos k como um sistema de referéncia inercial e K realiza um movimento Euclidiano em relagao

a k. O vetor

G = R;'@, (45.28)
¢ um vetor em K e ele representa o vetor velocidade angular instantanea nesse sistema de referéncia. 3, 6 denominado
vetor velocidade angular instantdnea intrinseco de K. E claro que K nao estd em rotagao em relagao a si mesmo mas,
mesmo assim, podemos falar de um vetor de velocidade angular intrinseco em K pois, como veremos, é possivel inferir no
proprio K a existéncia de sua rotagao em relagéo a um sistema inercial (como k) devido ao surgimento em K de certas
aceleragoes inerciais. De qualquer forma, ¢ til definir €3, como em (45.28) pois essa expressao aparece amitde, como
nos computos que faremos a seguir. Vale notar também que Hﬁt“ = ||u7t|| pois R; é uma matriz ortogonal.

Para verificarmos que Q; 6, de fato, intrinseco a K, consideremos um outro sistema inercial k®. Como veremos mais
abaixo, o fato de k® ser inercial significa que sua origem se move em relagio a origem de k com velocidade constante e
que k® e k nao giram continuamente um em relac¢ao ao outro.

Isso significa que temos entre as coordenadas de k e de k® a relagdo ¢° = Sq+ (iot + tf{)), com S € SO(3), constante
e 7y e @ também constantes. Além disso, temos as relacdes usuais entre K e k e entre K e k*: ¢ = RQ + ¢, e
q° = Rf@ + ¢;. Disso seque que ¢° = Sq+ Uot + Go = (SRt)Q+ (Sa + Tyt + ¢o), 0 que permite concluir que Rf = SR,
e & = S¢ + Vot + Go. Portanto,

33 R(R) T = SRRy = (@ )RRy = (@ T)s M2 (s@) T
o que implica &7 = S&;. Consequentemente,
Gy = (B) '@ = (B)7'S@ = (R) '@ = Gy,
provando que 0, independe do sistema de referéncia inercial em relagiao ao qual K move-se.
E. 45.4 Ezercicio. Mostre que a regra de adicio de vetores velocidade angular instantanea (45.25) assume a forma
Go= ()G + Y, (45.29)

quando é expressa em termos dos correspondentes vetores velocidade angular instantinea intrinsecos. "

e O caréter vetorial de §};

Se K’ for um outro sistema de referéncia que difere de K apenas por uma rotagao constante, ou seja, se Q = S’IQ-",
com S € SO(3), teremos §= R,Q’ + ¢ com R, = R;S~! para a transi¢io entre K’ e k. Portanto,

a = (R) '@ = s4,. (45.30)

Isso mostra que €, transforma-se como um vetor por mudancas de sistemas de referéncia envolvendo apenas rotagoes
constantes.

e Um resultado 1til

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar um resultado ttil que usaremos em manipulagoes diversas vezes no que
segue:
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Proposigao 45.1 Com as defini¢oes dadas acima, valem as sequintes relagoes

R = (@&-J)R., (45.31)

R, = R(%-J), (45.32)

Rid = @ x (Rad) e (45.33)

R = R(Gxad), (45.34)

onde as duas ltimas expressoes sao para & € R®, arbitrdrio. [m}

Prova. A relagio (45.31) ¢ evidente pela definicio (45.5). Podemos escrever (& - J)R, = R,R; (&, - J) R, (21219)
R, ((R[lu'}t) j) = Ry($,-J), provando (45.32). As relagdes (45.33) e (45.34) seguem de (45.31) e (45.32), respectivamente,
e do fato, mencionado em (21.112), pagina 1127 (vide também Exercicio E. 21.50), que (E j)d = (EX 62)11 para quaisquer
a, feR3. [

No Apéndice 45.A, pdgina 2644, apresentamos algumas consequéncias da Proposigao 45.1 que nao sao de importancia
central para o que segue.

e Aceleragoes inerciais e forgas inerciais

Partindo de (45.8) e escrevendo Q(t) = R7M(q(t) — @), temos Gt) =@ x (R,Q(t)) + R,Cj(t) + &. Usando (21.116)
e escrevendo (1, == R; '@y, isso fica

QM) = Re[0x Q1)+ Q)]+ . (45.35)
Disso segue que - - . . - B . .
i) = Ru[Sox Q1) + Q)] + B[S x Q1) + G x Q1) + Q)] + & (45.36)
Usando (45.34), obtemos
i) = R, [ﬁt x (G x Q1) + 20, x F(t) + G x Q1) + é(/,)] v (45.37)

Verifique! Assim, multiplicando-se pela massa m do ponto material, teremos

mQ(t) = Ry (mi(t) — Ry (méy) —mSy x (S, x G(t)) — 2m, x G(t) — m$y x G(t) . (45.38)

Naturalmente, como k ¢ um sistema de referéncia inercial, mg(t) é igual (pela Segunda Lei de Newton) & forga externa

total resultante f((f(i), q(t), t) agindo sobre o ponto material no sistema de referéncia k. A expressao R; ' (m(f(f)) =
R{lf(z](t), (), t) =: ﬁ(@(t), Qw), t) representa essa forga externa resultante segundo o sistema de referéncia K.

Para futura referéncia, destacamos essa relagao
F(Q). Q). 1) = R f(@®). q), 1) (45.39)

entre forgas F' e f, sobre um ponto material, no sistemas K e k, respectivamente.

Os quatro demais termos de (45.38) sao denominados for¢as inerciais e tém denominagoes especificas, listadas a seguir.
Como comentaremos, forgas inerciais sao nulas em sistemas de referéncia inerciais e sua existéncia é, consequentemente,
caracteristica de sistemas nao inerciais. E importante notar também que todas as quatro forgas inerciais sobre um ponto
material sdo proporcionais & sua massa.
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e O termo 7Rf1(mét) é uma forca inercial denominada for¢a inercial translacional. Ela se manifesta mesmo em
sistemas de referéncias nao girantes, ao contrdrio das trés forcas inerciais a seguir. A expressao —R;%t é deno-
minada aceleracdo inercial translacional. O célebre principio de equivaléncia (discutido na Secao 34.4.4.3, pagina
1802), um dos principios fisicos da Teoria da Relatividade Geral, foi formulado com base na impossibilidade de se
distinguir a for¢a inercial translacional da for¢a produzida por um campo gravitacional espacialmente constante.

O termo —mQ; x Q(t) é uma forga inercial denominada for¢a de Euler''. A expressiao —Q; x Q(t) é denominada
aceleragdo de Euler, ou também acelera¢do azimutal ou ainda aceleragdo transversa. E importante notar que esse
termo sé pode se manifestar se €2; for nao nulo, ou seja, se houver uma variagdo temporal no vetor de velocidade
angular instantanea intrinseco.

O termo —2mg; x Q(t) é uma forga inercial denominada for¢a de Coriolis'2. A expressio —2€; x @(t) é denominada

aceleragao de Coriolis. E importante notar que esse termo depende de Q, e, portanto, nao se manifesta se o ponto
material estiver parado em relagao ao referencial girante K.

Na Secao 45.3.2, pagina 2564, discutiremos uma aplicagao importante da aceleracao de Coriolis, a saber, ao chamado
Péndulo de Foucault. A aceleragao de Coriolis decorrente do movimento de rotagéo diurno da Terra tem diversas
consequéncias de interesse cientifico, como na Meteorologia (formagao de ciclones e de ventos alisios). Vide para
tal, e.g., [267] ou [382].

O termo —mgY; x (ﬁt X Q(t)) é uma forga inercial denominada for¢a centrifuga. A expressao —G, x (ﬁﬁ X Q(t))
é denominada aceleragao centrifuga. Note-se que a aceleragio centrifuga é sempre ortogonal ao eixo de rotagao
instantaneo. E relevante lembrar que, por (4.14), pdgina 298, tem-se para Q; # 0,

—Gox (G x @) = —(G,G0)% + || G]* QW) = ||%* T @), (45.40)
onde o -
gLt = Q<z>7< o ,@(,,)> L
[ [l

que claramente representa a projecao de Q(z‘) sobre plano ortogonal a ;. Assim, a aceleragio centrifuga (e a
forga centrifuga) sobre um ponto material aponta no sentido de Q*(t) e tem magnitude igual a HQgHanL(t)” =
HQLHQHQ‘(t)H senf(t), onde (t) € [0, 7] é o angulo entre (; e G(t).

A relagao (45.37) tem outra consequéncia relevante:

Proposigao 45.2 Se k for um sistema_de referéncia inercial, entdo um segundo sistema de referéncia K, cujas co-
ordenadas se relacionam as de k por Q = Rfl((f— G;), serd também um sistema inercial se e somente se Ry e ¢
forem constantes e, portanto, se e somente se a transformagdo de coordenadas entre os sistemas de k e K for da forma
Q = Ro’l(ff Tot — Gy, com Ry € SO(3), constante, e Ty, qo € R>, ambos constantes. O

Em outras palavras, se k for um sistema de referéncia inercial, entdao um segundo sistema de referéncia K serd também
um sistema inercial se e somente se K nao estiver girando continuamente em relagao a k, mas apenas se transladando
com velocidade constante.

Prova da Proposi¢do 45.2. A primeira lei de Newton afirma que um ponto material que mova sob a agao de forgas externas
resultantes nulas terd acelera¢ao nula em qualquer sistema de referéncia inercial.
I. Se k for inercial e as coordenadas de K se relacionarem as de k segundo Q=R ~1(§—¢;) com R e ¢; constantes, teremos

Q(t) = R71§(t). Logo, se (t) = 0 teremos também ((£) = 0, provando que K é também inercial.

1 Leonhard Euler (1707-1783).

12Gaspard-Gustave de Coriolis (1792-1843). O trabalho de Coriolis é de 1832, mas teve muitos predecessores, tais como Giovanni Battista
Riccioli (1598-1671) e Francesco Maria Grimaldi (1618-1663), que descreveram o efeito da aceleragio de Coriolis na obra “Almagestum
Novum”, de 1651; Claude Francois Milliet Dechales (1621-1678), que previu, em 1674, o efeito descrito na Se¢do 45.3.1, pagina 2561, e Euler,
que foi o primeiro a obter a expressio para a aceleragao de Coriolis, em 1749. Foi somente nas primeiras décadas do século XX que as
expressoes “aceleracao de Coriolis” e “forga de Coriolis” foram popularizadas.
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II. Vamos supor agora que k e K sdo inerciais e seja um ponto material que mova sob a acdo de uma forca externa
resultante nula. Teremos ¢(t) = 0 e G(t) = 0, o que implica, segundo (45.37),

Qe x (G x Q1)) +28, x G(t) + Gy x G(t) + R = 0. (45.41)
Essa relagdo deve ser valida para todos os valores de Q(t) e de Q(t). Assim, os termos 26, x G(t) e R; 'é devem ser
nulos independentemente dos demais'®. Isso implica que ¢; = 0 e Q; = 0 para todo t'4 . A relagao Q¢ = 0, por definicao,
implica que R; deve ser nula e implica a nulidade dos termos faltantes: 0, x (ﬁt X Q(f)) e { x Q(f) Concluimos que
nesse caso devemos ter Ry e & constantes, completando a demonstragao. |

O seguinte corolario é evidente:

Corolario 45.1 As aceleragées inerc e as forcas inerciais sao nulas em todos os sistemas de referéncia inerciais.
Logo, um sistema de referéncia serd ndo inercial se ao menos uma das aceleragées ou for¢as inerciais for nao nula. O

Dessa forma devemos entender que forgas inerciais sobre um ponto material em um sistema de referéncia nao inercial
sao um artefato da descrigao do movimento em tais sistemas e nao provém de interagoes “reais” que ajam sobre ele.

e O Grupo de Galilei nao homogéneo

As transformacoes do tipo ¢ +— R(qu‘— ot — gy com Ry € SO(3), constante, e i, gy € R®, ambos constantes,
sdo denominadas transformacées de Galilei*> e compdem um grupo, conhecido como Grupo de Galilei nio homogéneo,
estudado na Segao 21.7.7, pagina 1192 (vide, em particular, a pgina 1194). O Grupo de Galilei ndo homogéneo ¢, assim,
o grupo das transformagoes (nao relativisticas) de sistemas inerciais entre si.

E. 45.5 Ezercicio. Verifique que trata-se realmente de um grupo. o+

e A Segunda Lei de Newton. Covariancia em relagdo a mudangas de sistemas de referéncia inerciais

Se k e K sdo inerciais, temos para as coordenadas que descrevem a trajetéria de um ponto material a relagio
q(t) = RQ(t) + &, com & = ¢yt + ¢y, dado que ¢; = ¢, por ser constante. Assim, temos por (45.38) que

F(G), Q). ) = R, i), 1) . (45.42)
ou seja

F(Q(), aw, 1) = RT(q), 4t), t) = R"f(RQ(t) t ot + @, RO(t) + &, t) . (45.43)

A relagao entre Fe f, expressa nas relagoes (45.42) e (45.43), manifesta a covariancia das interagoes externas que agem
sobre o ponto material.

e Movimento de um ponto material visto de um referencial nao inercial

Se a trajetéria ¢(t) de um ponto material em um sistema de referéncia k for fornecida, essa trajetéria no sistema de
referéncia K serd dada, segundo (45.4) e (45.14), por

() = Ry D)~ (dte) - ) (45.44)

com D(t)~! dado em (45.16).

13por R;la ser independente de Q(t) e de Q(t) e por 28 x Q(t) ser o tnico termo dependente de Q(t).
148e 20, x Q(t) é nulo para todo Q(t) entdo, em particular, é nulo quando Q(t) & ortogonal a (3;. Nesse caso, porém, tem-se HQ‘ X Q(t)H =

151 1|Q(®)| e, portanto, ||S3¢]| deve ser nulo.
15Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei (1564-1642).
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No caso em que &y = &y, constante, e By = 1 (o que significa que os eixos de k e K sio paralelos em ¢ = 0) obtemos,
fazendo uso da Férmula de Rodrigues (21.106), pagina 1125,

Q) = ew ( - Hcvuut(ao : ])) (qt) - ) (45.45)

(21.106)

cos (IGollt)(@(t) @) + (1 —cos (Iollr) ) (20 - (d10) ~ @) ) @o

— sen(|[@o]t) (wo x (q(t) - a)) . (45.46)

Essa relagao fornece a trajetéria do ponto material no sistema K a partir de sua trajetéria em k no caso descrito (&,
constante e By = 1).

e Movimento de um ponto material livre visto de um referencial nao inercial

Considere-se um ponto material livre de forgas externas. Sua trajetéria ¢(t) no referencial inercial k é dada por
qt) = Vot + o

que descreve um movimento retilineo uniforme. Sua trajetéria Q(t) em um referencial nao inercial K é dada, segundo
(45.44), por
Q(t) = Ry'D(t) ™ (tot + Go — &) - (45.47)

Vamos considerar o caso mais simples, onde ¢ = 0, &; = &y, constante e Ry = 1. Logo, as origens de k e K coincidem
para todo ¢, assim como seus eixos em ¢t = 0 (pois Ry = 1), sendo que K gira em torno de k com velocidade angular
constante &y. Temos, por (45.46),

Q) = oo (= ol (@0 3) ) (ot + ) (15.49)
= cos ([[@ollt) (ot + @) + (1 — cos (HQOHt)) (mn - (ﬂot+qo)) o

— sen(||@ollt) (@0 x (ot + qo)) . (45.49)

E. 45.6 Ezercicio. Na solugio (45.49), mostre que se U e gy s3o ortogonais a Wo, entdo Q(t) é igualmente ortogonal a o para
todo t. Esse resultado é inesperado? Note que nesse caso vale

) = [cos (I@olt)d@ — sen(||o]lE) (@o x @0)} +t [cos (I@o|[£) o — sen([|@o|t) (@0 x 170)] ,

que combina um movimento circular uniforme com velocidade angular ||&o|| (o primeiro termo em [- - -]) com outro movimento circular,
mas com raio linearmente crescente com o tempo ¢ (o segundo termo ¢[---]). £

E claro por (45.49) que o movimento do ponto material livre visto do sistema nao inercial K nao é mais retilineo e
uniforme. Pode-se atribuir isso & agdo em K de duas forgas inerciais: a forga centrifuga e a for¢a de Coriolis. O exercicio
E. 45.7, pagina 2550, ajuda a esclarecer isso.

*kok ok skok ok

e Alguns exercicios

E. 45.7 Ezercicio. Na expressio (45.49), calcule Q(t) e identifique quais termos correspondem 3 aceleragdo centrifuga e quais a
aceleragdo de Coriolis, calculando separadamente essas duas aceleragGes inerciais. *
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E. 45.8 Ezercicio. Considere um navio N de massa M em movimento ao longo de uma latitude ), fixa, da Terra, sendo \ €
[=m/2, /2] (A = 0 corresponde 2 linha do Equador e A = m/2 ao polo Norte). Seja V sua velocidade no sistema de referéncia da
Terra. V' é suposta constante ao longo dessa latitude e convencione que V' é positiva se o navio move-se no rumo leste e negativa no
rumo oeste.

Determine a for¢a centrifuga e a forga de Coriolis sobre o navio N. Para qual valor de V' a forca de Coriolis supera a for¢a centrifuga
em magnitude? Para qual valor de V (positivo ou negativo) as duas forgas sio iguais e opostas.

Um navio de grande porte pode alcancar a velocidade de aproximadamente 28km/h. Para essa velocidade, compare em termos de
percentagens o valor da componente vertical da forca centrifuga e da forca de Coriolis em relagdo ao peso do navio N.

Em qual situag3o a linha-d'dgua do navio N (que é sempre medida de baixo para cima, a partir do fundo do navio) deve ficar mais
alta: quando o navio se move em dire¢do ao leste o ao oeste? Justifique. *

O efeito descrito no exercicio anterior, devido & componente vertical da for¢a de Coriolis, é conhecido como efeito
E6tvos'S.

E. 45.9 Ezercicio. Os EUA construiram seu maior centro de lancamento de foguetes no sul da Flérida e a Franga nas Guianas.
Por que motivo prético, relacionado & economia de combustiveis dos foguetes, essas escolhas foram feitas? Justifique qualitativa e
quantitativamente. "

45.2 Mecanica de Pontos Materiais

Nesta segao recordaremos resultados elementares, muito bem conhecidos, da Mecanica de uma colecao finita de pontos
materiais. Esses resultados serao adiante usados no tratamento da dinamica de corpos rigidos.

Considere-se uma cole¢io ¢ de n > 1 pontos materiais cujas trajetérias sdo descritos em um sistema inercial de
coordenadas k por coordenadas ¢;(t), ¢ = 1,..., n, e cujas massas saom; >0,i=1,..., n.

A massa total e o chamado centro de massa dessa colegao ¢ de pontos materiais sao definidos por
n L&
M = Zlml e Gem(t) = lemlq'l(t) .
i im

Nosso propésito imediato é expressar grandezas mecanicas, como a energia cinética, o momento linear e o momento
angular desse sistema de pontos materiais em termos de suas coordenadas em um outro sistema de referéncia K, nao
necessariamente inercial, cujas coordenadas relacionem-se as de k pela relacio §(t) = R,Q(t)+ ¢, que ji usamos repetidas
vezes.

Escolhemos esse sistema K de sorte que ¢ = gem(t), ou seja, escolhemos a origem do sistema de coordenadas K
coincidente com o centro de massa do conjunto 4. Essa escolha ¢ realizada por mera conveniéncia: as expressoes que
obteremos abaixo ficam muito simplificadas com essa escolha.

Temos para cada ponto material as relagoes ¢;(t) = R,,Q,(f,) + Gem(t) € (Tl(t) =R [ﬁt X Q;(t) +Q; )] + (ﬁ;m(t), onde

Q;(t) fornece a trajetéria do i-ésimo ponto material no sistema K. Usaremos essas relagdes sem mais comentérios nos
computos que seguem. E importante notar que com a escolha ¢; = @om(t) temos

MGem(t) = Y mid(t) = R (Zm@(ﬂ) + MGew(t) ,
i=1 =1

o que implica que
n n .
ZmLQi(t) =0 e, portanto, que ZmLQi(t) =0 (45.50)
i=1 i=1
para todo t. Essas relagoes expressam, no sistema K, a condi¢ao de que o centro de massa encontra-se fixo na origem de
K.

16Bario Lordnd Eotvos de Vésirosnamény (1848-1919).
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e A energia cinética de uma colecao finita de pontos materiais

A energia cinética da cole¢ao de pontos materiais ¢ no sistema k, que denotaremos por e.(t), é dada por
1« - 2
= 32 milla®
i=1
e pode ser reescrita em termos das coordenadas do sistema K da seguinte forma:

1 — . : 1 —
= somla® = 33 m
i=1 i=1

Gex Gult) + Gilt) + B w0

R R N LR 2
| x G| + GO + [em®]

o
- 5;%

+2(6 x Gult) - Gi(t) +2(s x Gi(t)) - (R Gom(8)) + 2G0(1) - (R;lrim(z))] .

Devido a (45.50), os dois tltimos termos sao nulos. Com isso,

ec(t) = %Zm{

Vamos agora reescrever o primeiro e o ltimo termos da expressio (45.51). Para o dltimo, usamos que

)ﬁf, x @(0”2 G + |Gem®? + 2(Fe x Gi(1) Oz(t)] . (45.51)

o (4.13)

(S % Gi(t)) - Gu(t) (@i(t) % Gi(t)) - (45.52)

e para o primeiro, escrevemos
|6 x G| = (9% aw)- (9% @)

3 3
021G 01— (8- Guw)” = 33 (00, [IG:01%0 ~ QueQu(0:] (64, .

a=1b=1

onde Q;(t), é a a-ésima componente do vetor Qﬂi(t) Denotemos por I(t) a matriz real 3 X 3 cujo elemento de matriz
I(t)qp ¢ definido por

b= va[H@(t)Hz%—qu(t)an(t)b} . (45.53)

Com isso, podemos escrever

G x Q,(z)”2 - %ﬁ, (106.) (45.54)

L
P
i=1

Verifique!

A matriz I(t) é denominada matriz momento de inércia, operador momento de inércia ou, mais frequentemente,
tensor momento de inércia do conjunto 4. O tensor momento de inércia desempenha um papel importante na descrigao
do movimento rotacional de corpos rigidos e suas propriedades serao estudadas com mais detalhe futuramente. O tensor
momento de inércia aparecera novamente logo adiante quando tratarmos do momento angular do conjunto €.

Por ora, fazemos notar que o tensor momento de inércia definido em (45.53) deveria, com mais precisdo, ser denomi-
nado tensor momento de inércia do sistema de pontos materiais no sistema K com relac¢éo & origem.

A razao de I(t) ser denominado um tensor sera esclarecida adiante, mas é importante frisar que nas manipulagoes
que faremos I(t) é simplesmente uma matriz 3 x 3 que age em vetores de R3. Fazemos notar também que, como se vé
na defini¢ao (45.53)), I(t) ¢ uma matriz simétrica: I(t)qp = I(t)pq para todos a, b € {1, 2, 3}.
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Retornando com (45.52) e (45.54) a (45.51), temos (verifique!)

eo(t) = 565 - (1)) + G- L Z ms| (1) %qum(tﬂf : (45.55)

MI'—‘

onde introduzimos as grandezas

e Lit) = miGi(t) x Gi(t) - (45.56)

hu

= 3k

L (t) representa o vetor momento angular do i-ésimo ponto material de ¢ no sistema K (em relagao & origem de K) ¢
L(t) representa o vetor momento angular total da cole¢ao ¢’ no sistema K (também em relagao & origem de K).

. . P 2
Notemos que dois dos termos de (45.55) sao reconheciveis: 1% o termo TZZ 1 mLHQ H = ) representa a

energia cinética da colegdo %" de pontos materiais no sistema K. 2% o termo 5 qu (t) H representa a energia cmctma do
movimento do centro de massa em k, ou <;e1a de um ponto material de massa M que se movesse com velocidade . qCm (t)
no sistema k. Os termos %Qt ( (t )Qf) +8,- ( ) s@o contribuigdes provenientes da rotagio do sistema de referéncia K.

H4 dois casos de maior interesse:
1. Caso G, = 0,
1« Lo M- 2
elt) = 3 ;mHQL(t)H ol

O primeiro termo é a energia cinética da colegdao de pontos materiais ¢ no sistema K enquanto que o segundo é a
energia cinética associada ao movimento do centro de massa no sistema k.

2. Caso le (t) = 0 para todo ¢ (corpos rigidos),

Sa M
Ge - (183:) + - dem @) (45.57)

«lt) = 5

Neste caso I é constante, ou seja, nio varia com o tempo, pois os Q;(s) sao todos constantes. Como discutiremos

melhor adiante, o primeiro termo é a energia cinética associada & rotagao (rigida) do conjunto €. O segundo ¢ a
energia cinética associada ao movimento do centro de massa de € no sistema k.

e Transformagoes por rotacoes de sistemas de coordenadas

Consideremos agora a situacao, jd discutida acima, na qual temos dois sistemas K e K’ que diferem por uma rotacao
constante, ou seja, tem-se ¢ = S~1@’ com S € SO(3), e tem-se Q = SQt, segundo (45.30). A energia cinética obtida

em (45.55) deve, evidentemente, ser a mesma em K e K. E claro que HQ, || e qum t)H nao mudam com a passagem
de K a K', mas da invaridncia dos demais termos concluimos que

(G 10%) = (B r0%)  eae (G, L) = (4, L'0),
ou seja,
<ﬁt, I(t)ﬁt> = <§t, S’II’(t)SQt> e <Qt, E(t)> = <(zt, S’lf/(t)> .
Concluimos que E’(t) = SE(t), fato esse que pode ser provado diretamente da definigao de E(t) (faga-o!), e que
I'(ty = SI(t)S™'. (45.58)
Essa tltima relagao é importante, por mostrar como a matriz momento de inércia transforma-se por rotagoes do sistema

de referéncia K. Escrevendo-se de forma explicita o produto de matrizes (45.58) (e usando o fato que S~! = S7), temos
para os elementos de matriz a seguinte regra de transformacao:

3 3
=3 SucSua I(t (45.59)

c=1d=1
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Verifique! E importante comparar essa regra de transformagio com a regra correspondente para a transformagio de
componentes de vetores, como €3, que, pela a relacao Q’ 5S¢, sdo da forma

3
= Su (G), - (45.60)

Uma grandeza fisica cujas componentes se transformam por rotagoes (constantes) segundo (45.59) é dita ser um tensor
de segunda ordem. Um vetor é um tensor de primeira ordem. Vérios tipos de tensores ocorrem de forma importante
na Fisica, como no Eletromagnetismo, na Teoria da Relatividade e na Mecanica dos Corpos Elasticamente Deformaveis
(para referéncias sobre essa dltima drea, de onde o préprio vocdbulo “tensor” se originou, vide [292] ou [451]). A definigao
matemadtica, mais geral e abstrata, da no¢ao de tensor é apresentada e desenvolvida no Capitulo 2, pagina 105.

Essas consideragoes justificam por que I é também denominado tensor de momento de inércia.

e O momento linear de uma colegao finita de pontos materiais

O momento linear da cole¢ao ¢ de pontos materiais no sistema k é dado simplesmente por
= migi(t) = Men(t) . (45.61)
Ele corresponde, portanto, ao momento linear associado ao movimento do centro de massa.

e O momento angular de uma colegao finita de pontos materiais

O momento angular do i-ésimo ponto material da colegao ¢ no sistema k, em relacao a origem desse sistema ¢é definido
por )
Li(t) == miqi(t) x (1) .
O momento angular da colegao ¢ no sistema k, em relagao a origem desse sistema, é definido por

= iﬁ(ﬁ Zm«qy x ()
=1

e pode ser reescrito como

Rt) = Zmlcp t) x ql Zm RtQ )+ Geml(t )) (R, [Qf x Q; )+ Q,(f)} +qm, t))

= R ma(@ilt) + Ry () x (S x Gi(0) + Gilt) + B (1)

S mGit) x (T % Gu) + S mii(t) x 6 f>+<zmlcel ) (B ()

=0

(R Gem(t)) x (ﬁt x (Zwu@(t)) ) + (R ' gem(1)) (Zle >+M( "G (1)) % (R o (1))

=0 =0

Z miQi(t) x (Ge x Gi() + 32 maGit) x Gult) | + Moun(t) X Gom(2) -

=1

Consideremos na dltima expressao o termo

Zrm i Q, x Qi(t @1 Zm HQ, || G, — Zm,(Q, ﬁ,) @,(t) . (45.62)
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A a-ésima componente do vetor do lado direito de (45.62) é

Somi[[@* (@), - (@) - ) (@),]

3

mti[ 05 = (Gu(1), (@), ] (), = izabm(ﬁa)b = (1)), -

=1 b=1 b=1

Assim, = .
U(t) = Ry J(t) + MGem(t) X Gem(t) , (45.63)
com

J(t) = 1(t)9, + L(t) , (45.64)
sendo L(t) definido em (45.56). Os termos acima tém interpretacdes especificas. O termo M@em(t) X Gom (t) corresponde
ao momento angular do movimento do centro de massa no sistema inercial k, em relacdo a origem de k. Esse termo é
por vezes denominado momento angular orbital da cole¢ao €. O termo J(t) := I(t); + L(t) compde o que se denomina
momento angular intrinseco da colegao de pontos materiais ¢ no sistema de referéncia K. Note-se que o termo I (t)ﬁt é
obviamente nulo no caso em que 3, = 0. O termo E(t) é 0 momento angular da cole¢ao € no sistema K, em relagao a
origem desse sistema, ou seja, em relagao ao centro de massa. Note-se que esse termo é nulo no caso de corpos rigidos.

H4, assim, dois casos de maior interesse:
1. Caso €}, =0, temos J(t) = L(t) e
I(t) = ReL(t) + MGem (t) X Gem(t) -
2. Caso Gi(t) = 0 para todo i (corpos rigidos), temos J(t) = I}, (nesse caso I é constante, ou seja, ndo varia com o
tempo) e
I(t) = R 4 MGem(t) X Gem(t) -

Chamamos a atengio para o fato que J(t) = I e £ nao sdo necessariamente vetores paralelos, notadamente se
I nao for proporcional & matriz identidade. Tal ocorre especialmente no caso de corpos rigidos assimétricos.

e As equagoes dinamicas

Suporemos que cada ponto material da colegao ¢ considerado esteja sujeito, quando analisado do sistema inercial k,
a uma forga ff resultante da interagdo com o exterior e de forgas internas resultantes da interagao dos préprios pontos
materiais da cole¢ao % entre si. Denotaremos por fj_; a forca que o j-ésimo ponto material exerce sobre o i-ésimo.
Adotaremos também a convengao que le = 0 para todo i. A forga total resultante serd, portanto ff + Z -1 ]‘]ﬁ,

As forgas f,q,v podem ser iung?cs de t, gas coordenadas g i, © das velocidades g qk, com k =1, ..., n, mas sobre elas
faremos duas hipdteses: que vale f;_; = —fi; e que o vetor f;_,; é paralelo ao vetor ¢; — qj.
Pela segunda lei de Newton, temos
midi(t) = ft+ wa , (45.65)
=1
e, portanto, para o momento linear total da cole¢ao ¢’ de pontos materiais, dado em (45.61),

Zf‘ 33 i
i=1 j=1
A condicio f;ﬂ = — fi_; implica S i f;ﬂ =0, pois
ZZfa -3 ZZfa+ZZfa - ;zz(f;ﬂ;) -

=0
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sendo que na primeira igualdade simplesmente trocamos as letras i <> j na segunda somatéria. Assim,
. n
pt) = fre, N (45.66)
i=1

fT" representa a forca externa total agindo sobre a cole¢ao de pontos materiais ¢’. Note-se que a relagao (45.66) diz-nos

também que
Mn(t) = f7°, (45.67)

ou seja, o movimento do centro de massa obedece a segunda lei de Newton e se da como se um ponto material de massa
M e coordenadas gy, se movesse sob a acao da forga externa total f FTe. Sob as hipéteses, as interagoes internas nao
afetam o movimento do centro de massa.

Estudemos agora a variagao temporal do momento angular total do conjunto 4 de pontos materiais (em relacao a
origem do sistema k). Para o i-ésimo ponto material, temos I;(t) = m;q(t) x G (t) = Gi(t) x (f:e + Z;':l f__;ﬁl). Assim,
para o momento angular total, vale

. n .
ity = S L) = Z% x Jt +ZZ% X fiosi -
i=1 i=1 i=1 j=1

Escrevemos,

—

Y D@0 x i = 5 @) Xfﬁz+22q] 1) x fis

i=1 j=1 |:11 j=1 i=1 j=1

SO0 % Fii = 3300 x i

i=1 j=1 i=1 j=1

N =

1
I
[

(@0 -5®) x fi-i = 0,

pela hipétese que f:%z e Gi(t) — q;(t) sao paralelos. Novamente, na primeira igualdade simplesmente fizemos a troca
i <> j na segunda somatéria. Logo,

Se agora escrevermos ¢ (t) = RtQ (t) + gem(t), € definirmos F" =R, /C teremos
= R (Z@(t) x F) + Qo) x T
i=1

Usando-se em seguida a relagao (45.63), obtemos

5 d . - L . . -
() = 2 (ReJO) + Mo (®) % fom(t) = Ry <; @it x F> +Gom(t) x T (45.68)
com J | (t) definido em (45.64). Essa expressio contém duas igualdades distintas. Sabemos que
" - 45.67 i
Man(t) % Gom(®) “=7 Gon() % 7

o que iguala dois dos termos de (45.68). (A expressao gem(t) X fT" representa o torque exercido pelas forgas externas
sobre o centro de massa (sempre em relagao & origem de k)). Consequentemente, (45.71) reduz-se a

;’t(n, ) 2:: ) x Fe (45.60)

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2557/2825

relagdo esta que expressa a variagdo do momento angular intrinseco do corpo rigido no sistema de referéncia k, expresso
por

) = R J@) .
Note-se que na auséncia de torque resultante das forgas externas, temos de (45.69) a lei de conservagio
7(t) = constante, (45.70)

que expressa a lei de conservacao do momento angular em um sistema de referéncia inercial. O estudante deve entender
que, embora j{t) seja conservado quando da auséncia de torque das forgas externas, J (t) ndo necessariamente o é. A
conservagao de J(t) reflete a simetria de rotagoes do sistema inercial k. O sistema K, porém, nio ¢ geralmente inercial,
e portanto, ndo deve necessariamente refletir essa propriedade de simetria.

Usando (45.34) para expressar Ry, a relagio (45.68) fica

f(t) = Rtj(t) + Ry (G % J(1)) + MGom(t) X Gom(t) = Ry <i Qilt) x ﬁf) + Gem(t) x FT€ (45.71)

i=1

ou seja,

J)+ G x J@) = > Qit) x Fr (45.72)
com J(t) definido em (45.64). O lado esquerdo é a derivada temporal do momento angular intrinseco (no sistema K) do

conjunto ¢ de pontos materiais que consideramos. O lado direito é o torque exercido pelas forgas externas no sistema
de referéncia K do centro de massa (em relagao a origem de K).

A relagao (45.72) expressa a lei de variagio do momento angular intrinseco da colegao ¢ de pontos materiais no
sistema K e é denominada equagdo de Euler. Outras versoes particulares dessa equagao serao vistas no que segue.

Ha dois casos particulares relevantes a considerar:

1. No caso em que {3 = 0 tem-se J(¢) = L(t) e a relagio (45.72) reduz-se a

L) = 3. Gult) x Fe . (45.73)

1

2. No caso em que Q (t) = 0 (que ocorre em corpos rigidos), tem-se J(t) = IQ; (recordar que I é constante nesse
caso) e a relagao (45.72) reduz-se a

d, ~ - T

— (1) = (I9) x G+ Qi x Fy . (45.74)
=1

Na auséncia de forgas externas isso reduz-se a

(16 = (1) x G, (45.75)

As relagoes (45.74) e (45.75) sio as célebres equagoes de Euler da Mecdnica de Corpos Rigidos, as quais serao discutidas
com mais detalhe adiante. Note-se que (45.74) e (45.75) sao expressas no sistema de coordenadas K.

e A energia mecanica e sua conservagao

Em um sistema de referéncia inercial, uma f01 Ga f dependente apenas da posicao, ¢ dita ser conservativa se houver
uma fungiio U, denominada potencial, tal que f(q) = —(VU)(§).

Vamos retornar a (45.65) com as seguintes hipéteses adicionais: a forga externa fa =f (ﬂl s q‘") é conservativa,
ou seja, existe um potencial U"'(rj‘l, RN {Z,L) tal que f (ql, RN rj‘,L) = 7(6,U"’) ({j‘l . n ) (Aqui Viéo gradiente

relativo as coordenadas de §;).
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As forgas internas f;ﬂ dependem apenas do vetor ¢ — gj, sao conservativas e existem, para cada par {i, j}, potenciais
Ui (I711) = Ui; (IIll) (as fungdes Uy; : Ry — R siio fungdes de uma varidvel) tais que

Fioi = =Vi(Usil@ - 1)) = ~U5(13 - q,H)Haqu”

Com isso, temos satisfeita a condi¢do fj; = —fi—s;, e a condicdo que fj; e ¢ — @; sdo vetores paralelos, ambas ji
supostas acima quando tratamos da conservagao do momento linear e do momento angular.
Note-se que, como f;_,; = 0, adotamos U;; como a funcao identicamente nula.

Segundo (45.65), temos

Escrevemos agora

i=1
e
S ViU (latt) - a,0)))
i=1 j=1
e o Lo )
-5 <ql<t>-vL(Uﬁ(Hqi<t> G (O))+()- J(Uﬁ(uqxt)—qj(z)u))) > vitam-aon | .
i=1 j=1 i=1 j=1
(acima, na primeira igualdade, usamos que Uj; = U;;) e com isso concluimos que
. ) e
s i) + o @, + 3203 Uil - gl | = o. (45.76)

i=1 i=1 j=1
A grandeza
" 2 e 1 e
em(t) = 27“%@)“ +UG(t), .-, Galt +5ZZU1L 13:(t) — @) (45.77)
i=1 i=1 j=1

¢ denominada energia mecdanica do sistema de n pontos materiais e (45.76) ensina-nos que ela é uma constante de
movimento.

Observe-se que podemos escrever
322 Uilla® - gol) = > Unllam -gol) = Yo Unlla® - gl -
i=1 j=1 1<i<j<n pares {i, j} distintos

Essa grandeza é a energia potencial interna dos n pontos materiais, enquanto que U® (q‘l(t), cooy Gn (t)) é a energia
potencial externa desses pontos.
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Uma situa¢ao muito comum ¢ aquela na qual
n
Ui, - @n) = > UG, (45.78)
i=1

quando a energia potencial externa é a soma de energia potenciais individuais de cada ponto material. Naturalmente,
em ambos 0s casos a energia mecanica é conservada. Consideraremos apenas o caso (45.78) no que segue.

Vamos agora expressar a energia mecanica em termos de grandezas do sistema K. Usando a expressao (45.55) para
a energia cinética, temos

enlt) = 30, (I0)3,) + 6 Zmluczl T

I

+§:Uﬁ(Rtém(t)+(ﬁ;m(t))+ 3 U],<||Q — G5 t)H) (45.79)

Acima, usamos o fato que Uﬂ(Hq}(t) - zf,(t)H) =

Uss([[8:(Qitt) = G50 ) = Uy (I1G:0) = G0 )-

Ha dois casos de maior interesse:

1. Caso Qf =0,

v = 3 Sl GO + 5 )] +2Uf(zm O+ @n®)+ > U@ -
i=1

gl -

i=1 1<i<j<n
com Ry = Ry € SO(3), constante.
2. Caso él (t) = 0 para todo 7 (corpos rigidos),
1o o0 M-
en = 5 (190) + S |G )] + ZU (RG+am®)+ > Uu(|Gi-G)) - (45.80)
1<i<j<n

Neste caso I ¢ constante, ou seja, nao varia com o tempo. No caso de corpos rigidos, as distancias ||;(t) — ;(¢)|| =
||Qi — Q]| sdo constantes ao longo do movimento. Assim, para corpos rigidos a energia potencial interna é uma
constante e a energia mecanica pode ser reduzida, por subtragao de uma constante, a

1= ~ M, - - -
em = 5% (1) + 7\\41,,.(0”2 +>Ur (RLQiJrqcm(t)) ; (45.81)
i=1

que, naturalmente, é também uma constante de movimento.

45.3 Interlidio. Aceleracao de Coriolis e a Rotacao Diurna
da Terra

A esfericidade da Terra é conhecida desde a Antiguidade, tendo sua circunferéncia sido medida pela primeira vez por
Eratéstenes!?, com impressionante precisdo, em cerca de 240 a.C. O movimento de rotagio diurna do Sol e das estrelas
¢ um fato de constatacao imediata e reconhecido desde o principio dos tempos. Sua interpretacao, porém, foi objeto de
controvérsias que se estenderam por séculos, ou mesmo milénios. Serd que a Terra gira em torno de um eixo préprio de
rotagao ou estard ela parada, com o restante do universo girando em seu redor? Concepgoes filosdficas e mesmo religiosas
dificultaram por longo tempo a aceitagao da ideia de a Terra encontrar-se em movimento e em uma posigao secundaria

17Eratéstenes de Cirene, 276 a.C.—194 a.C.
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no cosmos, levando a criacao de modelos astronomicos, ditos “geocéntricos”, nos quais a Terra era colocada imével no
centro do universo, com este movendo-se ao seu redor, de modo a dar conta das observagoes.

Alguns poucos, porém, desenvolveram a percepgao de que modelos que colocavam a Terra girando diariamente em
torno de um eixo préprio e movendo-se anualmente em torno do Sol, com os demais planetas fazendo o mesmo, forneciam
explicagoes mais simples para as observagoes astronomicas. Um dos primeiros registros medievais contrérios a ideia de
uma Terra estaciondria partiu do filssofo, te6logo, astréonomo e matemético Nicolau de Oresme!®, que rejeitou o argumento
de que o movimento de rotagao da Terra causaria um forte vento para Oeste indicando como solugao que a atmosfera
deveria acompanhar essa rotacao, e apontou que a suposicao da rotagdo da Terra explicaria de forma mais simples os
fenomenos observados no movimento diurno do Sol e das estrelas do que a suposi¢do que o Universo inteiro rodaria.
Essa primazia dada & economia dos argumentos parece atestar a influéncia do filésofo franciscano britanico Guilherme
de Ockham!? sobre o pensamento de Nicolau de Oresme, mas este tltimo ponderou que a auséncia de evidéncias diretas
deixava a crenga final a critério daqueles que se debrugassem sobre essas questoes. Em um passo audaz para seu tempo,
Nicolau de Oresme também rejeitou uma passagem biblica, que afirmava estar a Terra parada, com a argumentacao
de que “essa passagem estd em conformidade com o uso costumeiro do discurso popular”, ndo devendo, portanto, ser
tomada em sentido literal, um argumento que seria repetido por muitos posteriormente, como por Galilei. Para um texto
sobre as raizes medievais da Ciéncia moderna, vide [185].

Embora modelos “heliocéntricos” (com o Sol no centro do Universo, em torno do qual os planetas e a Terra moviam-se,
tendo esta também um movimento diurno de rotagao em torno de um seu eixo) tenham sido sugeridos ja na Antiguidade
(na antiga Grécia, por Aristarco de Samos®”; na antiga fndia, em textos védicos), foi somente com Copérnico?! que um
modelo matematico foi apresentado que evidenciava a simplicidade dessas ideias.

Simplicidade, porém, nao é evidéncia de realidade e colocou-se a questao de se apresentar uma prova empirica da
existéncia desses movimentos.

A procura de evidéncia empirica da rotagao diurna da Terra tornou-se, assim, uma questao cientifica fundamental,
tendo sido perseguida por longo tempo, como por Galilei, um grande defensor de Copérnico, e seus sucessores. Uma
grande parte da dificuldade em se decidir essa questao residiu na auséncia de distingdo entre sistemas de referéncia
inerciais e ndo inerciais, conceitos que somente surgiram com os escritos de Galilei sobre a Dinamica e com o advento da
Mecanica Newtoniana.

A proposta que foi lentamente se assentando, ainda que nao tenha sido formulada nesses termos, foi a de se demonstrar
a realidade do movimento de rotagao diurna da Terra por meio da mensuragao das aceleragoes inerciais por ele geradas
em um sistema de referéncia fixo a ela.

Nesta Se¢ao, discutimos duas classes de experimentos que procuraram evidenciar o movimento de rota¢ao diurna da
Terra por meio da mensuracao de efeitos da aceleragao de Coriolis induzidos por essa rota¢ao no sistema de referéncia
nao inercial fixo a Terra. Sao os experimentos de desvio da queda livre e os experimento do péndulo de Foucault.

Facamos antes um breve comentdrio sobre medi¢ées do movimento de translacao anual da Terra em torno do Sol.

e A realidade do movimento de translagao anual da Terra

Ao contrério do que ocorre com o movimento de rotagao diurno da Terra, a realidade do movimento de translagao
anual da Terra em torno do Sol nao pode evidenciada facilmente por meio de mensuracao de aceleragoes inerciais, por
essas serem muitissimo pequenas.

O movimento de translagao anual da Terra em torno do Sol tornou-se dificil de ser contrariado apds a previsao teérica,
feita por Newton, de que suas ideias sobre a dinamica combinadas & sua teoria sobre a for¢a gravitacional tinham como
implicagao que o movimento de planetas em torno do Sol (desprezando-se as perturbagoes que estes exercem entre si)
deveria seguir trajetérias elipticas, fato ji anteriormente constatado para a trajetéria de Marte, por Kepler??, em 1604.

A confirmacao da realidade desse movimento de translagio, porém, surgiu da observagao de dois efeitos: a aberragio
estelar e a paralaze anual de estrelas.

A aberragao estelar é um fenémeno que produz um deslocamento aparente de estrelas de suas posi¢oes na esfera
celeste, dependendo da velocidade do observador, devido & alteragdo da frente de ondas da luz (ou seja, do angulo

8Nicolau de Oresme (ci. 1320 ou 1325-1382). Sua obra astronémica denomina-se “Le Livre du ciel et du monde”
9William of Ockham (ci. 1287-1347).

20 Aristarco de Samos (ci. 310 a.C.—ci. 230 a.C.).

2INicolau Copérnico (1473-1543).

22 Johannes Kepler (1571-1630).

, publicada em 1377.
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de incidéncia da luz) causada pelo movimento do observador. E um efeito periédico, de perfodo anual, pois o vetor
velocidade da Terra muda de sentido & medida que ela gira em torno do Sol. O primeiro a observar esse efeito em
estrelas, e constatar sua periodicidade, foi Bradley?® em 1729.

A primeira observagio da paralaxe anual de estrelas foi realizada por Bessel?*, em 1838, para a estrela 61 Cygni.
Medidas de paralaxe estelar sao muito dificeis, por serem as distancias do sistema solar as estrelas muito grandes. Na
verdade, a aparente auséncia de paralaxes estelares fora anteriormente usada como argumento contra o heliocentrismo,
j& que parecia inconcebivel que as distancias interestelares fossem tao gigantescas a ponto de minimizar esses efeitos e
tornd-los nao observaveis. Foi somente com desenvolvimentos tecnolégicos do inicio do século XIX que essas medidas
foram possiveis em algumas estrelas mais préximas ao Sol.

Vale lembrar aqui um principio enunciado por Planck?® e que grandemente elucida o verdadeiro processo por tras dos
avancgos na Ciéncia e de outras dreas:

“Uma nova verdade cientifica nao triunfa convencendo seus oponentes e fazendo-os ver a luz, mas sim porque
esses oponentes acabam morrendo e cresce uma nova geragao familiarizada com ela...

Uma importante inovagao cientifica raramente abre caminho conquistando e convertendo gradualmente seus
oponentes: raramente acontece de Saulo se tornar Paulo. O que ocorre é que seus oponentes gradualmente
desaparecem, e que a geragao crescente estd familiarizada com as ideias desde o inicio: outro exemplo do fato
de que o futuro estd com a juventude”.

- Max Planck, in [387].

Ou seja, a Ciéncia avanga um funeral por vez.

45.3.1 Experimentos de Queda Livre e Mensuragao de seu Desvio

Consideremos um ponto P da superficie da Terra com latitude A € [—m/2, m/2] (A = 7/2 corresponde ao polo Norte e
A = 0 a linha do Equador). Consideremos um sistema de eixos ortogonais centrado em P, fixo & Terra, com versores
ortogonais e1, ez, es, com ez sendo o versor vertical em P, apontando no sentido radial a partir do centro da Terra, com
e apontando no sentido Norte-Sul e e2 no sentido Oeste-Leste. O ponto P, naturalmente, tem coordenadas (0, 0, 0)
no sistema (e, ez, e3).

Um ponto material de massa m é solto de uma altura h, medida a partir do solo e pequena em comparagao ao raio da
Terra. Sua velocidade inicial em rela¢ao a Terra é nula. No sistema de referéncia acima seu vetor-posi¢ao como fungao
do tempo é 7(t) = z(t)e1 + y(t)es + z(t)es, sendo 7(0) = hes.

O vetor velocidade angular instantanea da Terra é Q7. No sistema (e1, ez, e3), o eixo de rotagao da Terra encontra-se
no plano (eq, e3) e o vetor velocidade angular intrinseca ¢ dado por
G7 = —QT cos(Mey + Q7 sen(Mes ,

(verifique!) onde QT = ||(A7| ¢ a velocidade angular de rotagiio da Terra: QT & 27/(24h) & 7,2 x 10~5s~1. Recordar
que a Terra gira no sentido oeste-leste com um periodo diurno de aproximadamente 23h59m59, 9997848s.

Consideraremos que, em seu movimento de queda, agem duas forgas sobre o ponto material: a forga peso —mges
(com g = 9,8/s? sendo a aceleracio da gravidade préximo & superficie da Terra) e a forca de Coriolis

—2mQ7 x #{(t) = 2mQT (y(f) sen(Ae; — (i(t) sen(X) + (t) cos(\)) ez + §(t) cos(A)eg) .

Como nos limitaremos a célculos em primeira ordem em Q7 (que é “pequeno”), niio consideraremos a forga centrifuga
proveniente da rotacio da Terra, por ela ser proporcional a (27)2 (vide (45.40), pagina 2548)). O maximo valor da
aceleragdo centrifuga em um ponto da superficie da Terra se dé na linha do Equador e vale (Q7)?Ry &= 3,3 x 10~%m/s?
(vide (45.40), pdgina 2548), portanto apenas cerca de 0,3% da aceleragao da gravidade na superficie da Terra.

23 James Bradley (1692-1762).
24Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).
25Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2562/2825

As equagdes de movimento que regem a queda do ponto material sdo, portanto,
#t) = —ges+ 207 (y(t) sen(\)ey — (d(t) sen(A) + £(t) cos(\))ea + §(t) cos()\)eg) s

ou, em termos das componentes,

#t) = 297 sen(N) , (45.82)
ii(t) = —297(3(t)sen()) + £(t) cos(N)) . (45.83)
() = —g+29(t)Q7 cos(N) . (45.84)

Vamos usar as ideias da Teoria de Perturbagoes para resolver esse sistema até primeira ordem em Q7 escrevendo
na forma 7 + 7 com 7 contendo termos de ordem zero em Q7 e 7 contendo termos de ordem um em Q7. Para Q7 =0
o sistema acima reduz-se a

io(t) = 0, (45.85)
o(t) = 0, (45.86)
() = -9, (45.87)

cuja solugao, sob as condigoes iniciais dadas, é zo(t) = 0, yo(t) = 0 e 2o(t) = h — %gﬁ Substituindo isso no sistema
(45.82)—(45.84) temos para os termos de primeira ordem o sistema

B(t) = 0, (45.88)
i) = —20Tz(t)cos(\) = 2907 cos(\)t, (45.89)
H(t) = 0. (45.90)

sendo que desprezamos termos como 107, 1197 e 2107 por serem de segunda ordem em Q7. A solugdo do sistema
(45.88)(45.90) é
z1(t) = 0, yi(t) = %QT cos( Nt e zi(t) = 0.

Assim, considerando os termos de ordem zero e um, temos a solugao
. 1
at) =0,  y(t) = %szT cos(VE e 2(t) = h— 39,

j& com as condigoes iniciais satisfeitas.
E claro que o ponto material atingird o solo no instante de tempo em que z(t) = 0, ou seja, nessa aproximagao, no

instante de tempo ¢, = /2. Nesse instante de tempo teremos z(t) = 0 e
T 2
y(ts) = %Q’ cos(\)t2 = ng cos(A)y [ — .

Concluimos que, devido a for¢a de Coriolis relacionada a rotagao diurna da Terra, nas aproximacoes consideradas, o
ponto de queda devia-se do ponto P para Leste de

3
S(h) = gchos(A),/QZ .

(Lembrar que cos(A) > 0, sendo nulo apenas nos polos).

(45.91)
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Adotando os valores QT & 27/24h & 7,2 x 107°s7! e g ® 9,8m/s?, temos nas unidades do Sistema Internacional
(ST):
5(h) = (2,1 x 10-5) cos(\) h3/2

com h e 6(h) medidos em metros.

Para a cidade de Sao Paulo, por exemplo, temos a latitude A = —23°33’ e cos(\) = 0,917. Assim, a titulo de
ilustracao, temos os seguintes valores para os desvios de quedas de alturas h = 10m, 50 m, 100m e 1 km:

6(10m) = 0,6mm 0(50m) = 6,8mm, 6(100m) = 19mm, 6(1000m) = 6lcm .

E. 45.10 Ezercicio. E interessante resolver o mesmo problema obtendo o desvio § do ponto de vista de um sistema de referéncia
inercial. Faca-o! Sugestdo para esse caso: para obter o fator 2/3, acima, é importante levar em conta a conservagdo, durante a
queda, do momento angular da massa m em relagdo ao centro da Terra. Ed

e Nota histérica sobre medigoes do desvio

O efeito, descrito acima, do desvio para Leste de um corpo em queda livre devido & rotacao da Terra, parece ter
sido primeiramente previsto em 1674 por Dechales?®, tendo sido possivelmente antecipado por Descartes?” e Mersenne®®,
em 1638 (!), que propuseram e executaram um experimento similar: o de se observar o desvio de uma bala de canhido
langada verticalmente para cima, um experimento que fracassou totalmente em produzir resultados positivos ou negativos

(a primeira bala disparada, por exemplo, desapareceu misteriosamente no ar, para a perplexidade de todos).

Em 1679 Newton chegou & mesma conclusao, sobre o desvio para Leste de um objeto em queda livre, apresentando
suas ideias em carta & Royal Society de Londres. A partir daf diversos experimentadores tentaram observar esse efeito.
O primeiro deles, diretamente influenciado pela carta de Newton, foi Hooke?’, que lancou objetos de uma altura de
8,2 metros, o que corresponderia a um desvio teérico para Leste de 0,5 mm. Os experimentos de Hooke foram, porém,
inconclusivos.

Novas tentativas foram realizadas por Guglielmini®®, em 1791, na histérica e impressionante Torre degli Asinelli, em
Bolonha, com uma queda de cerca de 78 metros de altura®', obtendo um desvio de 16 mm para Leste, sendo o valor
tedrico esperado de 10,7 mm.

Subsequentemente, Benzenberg?? realizou, em 1802, langamentos na também histérica Igreja de Sankt Michaelis,
em Hamburgo, de uma altura de 76,3 m. O desvio observado foi de 8, 7mm e corresponde ao valor teérico (calculado,
a pedido, por Gauss), mas havia também um pequeno desvio para o Sul, de 3,5mm, que deveria teoricamente ser
inexistente, mas que também fora observado por Hooke e Guglielmini.

Benzenberg repetiu suas medidas em 1804 em uma mina de carvao, com queda de uma altura de 80,4 m, com desvio
tedrico de 9, 9mm. O desvio medido foi de 11,4 mm para Leste e 1,5 mm para o Sul. Na trilha de Benzenberg, Reich3?
fez em 1831 langamentos de um pogo de uma mina em Freiberg, com 158,5m de profundidade, observando um desvio
de 27,4 mm, sendo o valor tedrico de 28,1 mm.

Quase todos os experimentos realizados antes da metade do século XIX apresentavam um inexplicdvel desvio para
o Sul e nao permitiam uma indicagao experimental limpa e livre de duvidas da rotagao diurna da Terra, por serem
impregnados de fontes de erro, como a presenca de vento e outros distirbios do ar, por falhas de isolamento de toda
espécie, e por nao permitirem assegurar que o objeto em queda nao sofresse nenhum impulso horizontal inicial que

26Claude Frangois Milliet Dechales (1621-1678).

2"René Descartes (1596-1650).

28 Marin Mersenne (1588-1648).

29Robert Hooke (1635-1703).

30Giovanni Battista Guglielmini (1763-1817).

31A Torre degli Asinelli, construida entre 1109 e 1119, tem cerca de 97 metros de altura mas é envolta, préxima ao solo, por uma construgao,
uma espécie de sacada, de cerca de 20 metros de altura, o que limita a altura de uma queda vertical a cerca de 80 metros. A Torre di
Asinelli fora também usada mais de cem anos antes de Guglielmini, em 1640, pelo astrénomo jesuita Giovanni Battista Riccioli (1598-1671)
para demonstrar que corpos langados simultaneamente sem impulsos iniciais (ignorando-se efeitos de atrito com o ar) atingem o solo também
simultaneamente. Esse foi um experimento marcante no desenvolvimento da Fisica e que uma tradicdo historicamente incorreta (originada
com Vincenzo Viviani (1622-1703), em seu livro Racconto istorico della vita di Galileo Galilei (composto em 1654 e publicado em 1717))
atribui a Galilei, na Torre inclinada de Pisa. vide [105], cap. 2.

32 Johann Friedrich Benzenberg (1777-1846).

33Ferdinand Reich (1799-1882).
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perturbasse as conclusdes. A certificagdo empirica do movimento de rotagao diurna da Terra teve de esperar por ideias
de outra natureza, com os experimentos de Foucault, de 1851, que detalhamos na Segéo 45.3.2, pagina 2564.

Fontes: [4] e https://de.wikipedia.org/wiki/Fallexperimente zum_Nachweis_der_Erdrotation

45.3.2 O Experimento do Péndulo de Foucault sob Pequenas Oscilagoes

Nesta breve se¢ao, vamos ilustrar nosso estudo de forcas inerciais — especificamente, da forga de Coriolis — discutindo
um sistema fisico muito relevante: o chamado Péndulo de Foucault**. Esse sistema desempenhou um papel cientifico
histérico, por permitir, em 1851, uma primeira demonstracio empirica, intrinseca®®, do movimento de rotagio diurno
da Terra em torno de seu eixo, ou seja, em termos mais precisos, que a Terra é um sistema de referéncia nao inercial
em rotagao, resolvendo assim, além de qualquer divida razodvel, uma questdo que arrastou-se por séculos, ou mesmo
milénios, e envolveu controvérsias filos6ficas e mesmo religiosas.

o Comentdrios histéricos

No experimento concebido por Foucault considerava-se um péndulo longo, capaz de oscilar livremente em qualquer
diregao (péndulo esférico), oscilando com pequenas oscilagoes em um plano inicial sob auséncia de vento e outras per-
turbagoes menores. Esse péndulo era entdo mantido oscilando por vérias horas, com a observagao resultando em que o
plano de oscilagao rodava lentamente em torno do eixo vertical com um perfodo de aproximadamente 31h50m (na latitude
de Paris), uma evidéncia direta da rotagao diurna da Terra. O experimento de Foucault foi originalmente realizado no
inicio de 1851, primeiramente no porao de sua residéncia, na Rue d’Assas, em Paris e, logo depois, no Observatoire de
Paris (onde Foucault pode usar um péndulo de 11 metros), com o apoio de Frangois Arago®®, diretor do Observatério,
para um piiblico restrito. No mesmo ano, o experimento foi reapresentado para um priblico amplo no Pantedo de Paris®”
(onde Foucault pode usar um péndulo de 67 metros, correspondendo a um perfodo de oscilagio era de cerca de 16s)3%.
Vide [4] ou [105], cap. 7.

Historiadores apontam que o fendémeno constatado no experimento de Foucault — a rotagao do plano de oscilagao do
péndulo — fora observado anteriormente por Viviani*®, um discipulo e colaborador de Galilei, no ano de 1661 (190 anos
antes de Foucault!). Viviani, porém, nao inferiu de seus experimentos evidéncia da rotagao da Terra, provavelmente pois
a nogao de forga de Coriolis nao era ainda de conhecimento comum. Os experimentos de Viviani tinham como propésito
a medicao, com boa precisao, da velocidade do som, usando péndulos de grande periodo para a medi¢ao de intervalos
de tempo entre a partida e chegada de ondas sonoras proveniente de uma fonte distante. Similarmente a Foucault, esses
péndulos eram pendurados sob ciipulas de igrejas, sendo por vezes deixados a oscilar por muitas horas, dando espago
para a observagao da rotagao do plano de oscilacao. Viviani nao tinha, desse modo, a pretensao de verificar a rotagao
da Terra, nem possuia essa interpretagao para suas observagoes, mas deixou registrado o fendémeno, sem explicd-lo.

Historiadores também comentam que Foucault provavelmente nao conhecia os trabalhos de Coriolis, de 1832, e
projetou seu experimento com base em pura intuigiao sobre os efeitos da rotagao da Terra. Foucault era um autodidata,
iniciara seus estudos em Medicina, mas tivera de abandond-los por nao conseguir sobrepujar sua aversao a sangue. Deu
em vida diversas outras contribuigdes a Ciéncia, entre as quais a descoberta das chamadas correntes de Foucault, a
invengao do Giroscépio (com o qual forneceu outras provas experimentais da rotacao da Terra, em 1852) e medi¢oes
da velocidade da luz (as mais precisas de seu tempo, com uma varia¢io de apenas 1,5% em relagdo ao valor aceito
atualmente). Contribuiu também com a construgao de telescépios e com desenvolvimentos da fotografia (daguerreotipia)
e da astrofotografia®’.

Como comentaremos, os resultados de experimentos como os de Foucault servem também de suporte a afirmagao
de que a Terra tem formato aproximadamente esférico, fato banal e conhecido desde a antiguidade, mas estranhamente
questionado nos tempos de cultivo & ignorancia em que vivemos. Independentemente disso, vamos aos fatos.

34 Jean Bernard Léon Foucault (1819-1868). Para uma biografia recente centrada no experimento do péndulo, vide [4].

350u seja, localmente, sem levar em conta observagdes astronémicas externas, como a rotagio diurna conjunta das estrelas.

36Francois Jean Dominique Arago (1786-1853).

37 Até recentemente uma cépia em funcionamento do experimento original podia ser observada no mesmo Pantedo.

383Um dos péndulos originais de Foucault encontra-se agora no Musée des Arts et Métiers, de Paris, parte do Conservatoire national des
arts et métiers (Cnam). Foi uma visita a esse museu que inspirou Umberto Eco (1932-2016) a escrever sua obra literdria “O Péndulo de
Foucault”, de 1988.

39Vincenzo Viviani (1622-1703).

40A primeira foto (daguerredtipo) de manch:
1845 [4].

solares foi obtida por Foucault ¢ Fizeau (Armand Hyppolyte Louis Fizeau (1819-1896)), em
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e Descrigao geométrica

Na andlise que segue partiremos do modelo de que a Terra é perfeitamente esférica e gira em torno de um de seus eixos
com velocidade angular intrinseca constante. Nenhuma precessio desse eixo é considerada. Outras possibilidades, como o
modelo de Terra plana, sdo brevemente discutidas, e sao descartadas pelos resultados experimentais que apresentaremos.
A perfeita esfericidade da Terra e auséncia de precessao estao entre as diversas aproximagoes aqui consideradas.

A Figura 45.2, pagina 2566, apresenta toda a descri¢io geométrica que segue.

Consideremos um sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢) centrado no centro de massa da Terra, com r > 0,
0 €0, n]edel0, 2r) (ambos em radianos), com a coordenada ¢ sendo periédica e crescente no sentido oeste-leste.
Na superficie da Terra, que consideraremos como esférica, temos 7 = Ry = 6,4 x 10m e os polos Norte e Sul sdao
caracterizados por § = 0 e § = 7, respectivamente. Por convengao, a latitude A de um ponto da superficie é medida a
partir da linha do Equador, de sorte que vale A = 7/2 — 6 (o angulo 6 é por vezes denominado colatitude). Assim, o polo
Norte tem latitude A = /2 ¢ 0 Sul A = —7/2. O angulo ¢ representa a longitude e pode ter sua origem escolhida, por
exemplo, no meridiano de Greenwich, como de costume.

A esse sistema de coordenadas associamos um conjunto de versores ortogonais 7, 6 e ¢ que apontam nas dire¢oes
definidas pelas linhas (sdo vetores tangentes a essas linhas) com:

—

© para 7 tem-se (6, ¢) constantes e r crescente;

[V}
°

para 6 tem-se (r, ¢) constantes e 6 crescente;

w
©

para é tem-se (r, #) constantes e ¢ crescente.

Consideremos um ponto P da superficie da Terra preferencialmente fora da linha do Equador. Denominemos os
versores ortogonais 7, # e ¢ no ponto P por

0 =e, ¢ = eq, T = e3.

Com essa convengao, temos e; X €; = £ijk€k, indicando que o sistema de versores ortogonais e;, es, es é
7 1=
positivamente orientado. Aqui, ;; sao os simbolos de Levi-Civita, introduzidos na Secao 4.1, pdgina 296.

No sistema (e1, es, e3) o eixo de rotagio da Terra encontra-se no plano (ei, es) e o vetor velocidade angular
intrinseca é dado por
a" = Qier + Qses
onde
O = —0Tsend = —QT cos A e Q; = QT cos = QT sen),

sendo Q7 a velocidade angular de rotagao da Terra: Q7 & 27/(24h) = 7,2 x 10~°s~. Recordar que a Terra gira no
sentido oeste-leste com um perfodo diurno de aproximadamente 23h59m59, 9997848s.

12

Consideremos um ponto @, localizado acima do ponto P, no qual ¢ fixada uma haste rigida de massa desprezivel e
de comprimento fixo L = ||P — Q|| > 0, a distancia de P a Q. Na outra extremidade encontra-se um ponto material de
massa m. A haste pode girar livremente em torno de @, sem vergar ou estender seu comprimento, e as coordenadas do
ponto material no sistema (eq, ez, e3) sao

{ = l1e + lres — l3e3 .
Com essa convencao de sinais, £3 > 0 para pequenas oscilacoes. Note-se que H[H =L.

Com a massa m posta em movimento, suas coordenadas tornam-se fungoes do tempo: ¢1(t), ¢5(t) e l3(t). Como a
haste é inextensivel, seu comprimento nao se altera com o tempo. Assim,

d d = ) ) )
0= —L* = —||]|* = 2(€1f1 + lals + (305) .
DL = DIP = 2(tads + ol + tols)
Eliminando-se termos quadréticos “pequenos”, como 010y e £yfy, temos que, em primeira aproximagcao, by =0, relacao
decorrente das condigoes de nao extensibilidade e pequenas oscilagoes.

e Aproximacoes e idealizagbes consideradas

No que segue, consideraremos as seguintes aproximagcoes/idealizagoes. A Terra é considerada perfeitamente esférica
(e com uma distribui¢ao de massas esfericamente simétrica). A haste do péndulo tem massa desprezivel e ¢ inextensivel,
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S

Figura 45.2: Figura da esquerda. Os pontos N, S e C representam o polo Norte, Sul e o centro da Terra, respec-
tivamente. A curva E representa a linha do Equador. A linha tracejada conectando N e S representa o meridiano de
Greenwich. O ponto P é um ponto genérico da superficie da Terra com coordenadas esféricas r, ¢ e ¢, como indicado.
Os versores ortogonais 6 = ey, ¢ = ey e T = e3 sao indicados no mesmo ponto P e apontam nas diregoes das coordenadas
0, ¢ e r crescentes, respectivamente. O vetor velocidade angular intrinseco de rotagao diurna da Terra, ﬁ"‘, é também
indicado e aponta no sentido sul-norte. Em cada ponto, a aceleragao da gravidade aponta no sentido de —# (Terra
perfeitamente esférica).

Figura da direita. O péndulo de massa m oscila livremente em torno de @, onde esté afixado. P e  estao na mesma
linha vertical. O vetor posi¢do da massa m (medido a partir de Q) é 7, com ||f] = L = ||P — @], constante. A forca
peso sobre m aponta no sentido de —eg, com o plano e;—e3 sendo o plano hor uonl,al em P. O vetor velocidade angular
intrinseco 37 encontra-se no plano e;—es. Sua componente na dire¢io 3 (a diregio vertical em P) é Qg = |37 cos 6,
como facilmente se vé, sendo [|O7|| = Q7 & 2r/24h & 7,2 x 10~%s. Sobre a linha do Equador 3 = 0, sendo ainda
€3 > 0 no hemisfério norte e Q3 < 0 no hemisfério sul. Nos polos N e S tem-se Q5 = +Q7, respectivamente.

possuindo comprimento fixo. Nao ha forgas de atrito de nenhum tipo sendo consideradas nem outros fatores de perda de
energial®. Particularmente, nio consideraremos nenhum efeito Magnus*? sobre a massa m (que, geralmente, ¢ uma peca
metdlica de alguns centimetros de dimensao e alguns kg de peso. No caso do experimento original de Foucault, 28kg).
A agao do vento é também desconsiderada. O experimento deve ser feito em ambiente fechado e isolado, a temperatura
constante, para evitar-se correntes de convecgao de ar e a dilatacao da haste. A velocidade angular de rotagao da Terra é
considerada constante (nao ocorre a For¢a de Euler). Em particular, ignora-se o efeito de precessdo do eixo de rotagao da
Terra (por ter um perfodo muito longo, na casa de dezenas de milhares de anos) e despreza-se o movimento de translagao
da Terra em torno do sol, assim como efeitos provenientes do movimento lunar.

41Em versdes modernas do experimento de Foucault, que operam em regime quase permanente, com o objetivo de exposigao piiblica (hd um
operando no mesmo Pantedo de Paris, onde o experimento original ocorreu), perdas de energia por atrito sao restauradas por um dispositivo
eletromecanico esperto que impulsiona a haste sem induzir um movimento de rotacao do plano de oscilagao.

42Heinrich Gustav Magnus (1802-1870). Isso pode ser obtido experimentalmente com muito boa aproximagao se a massa m for esfericamente
simétrica, ou cilindrica, e se a haste ndo exercer nenhuma torgao sobre a massa. Recordando, o efeito Magnus é o efeito de desvio da trajetéria
de um objeto langado em um fluido (como o ar) e submetido a um movimento de rotagao em torno de um de seus eixos. Essa rotagao produz
um desbalanceamento na pressao do fluido sobre as laterais do objeto, causando um desvio de sua trajetéria. Esse efeito é frequentemente
observado em partidas de ténis, ténis de mesa e futebol. J& foram projetados e construidos barcos e navios (notadamente, pelo engenheiro
Anton Flettner (1885-1961)) que, em lugar de velas, tém seu impulso e direcionamento controlados por cilindros verticais girantes, fazendo
uso do efeito Magnus.
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Um ponto que merece mais comentérios é que, por simplicidade, ignoraremos também o efeito da forca centrifuga
proveniente da rotagao diurna da Terra sobre o movimento do péndulo. O maximo valor da aceleragao centrifuga em
um ponto da superficie da Terra se d4 na linha do Equador e vale (QT)2Rr & 3,3 x 1072m/s? (vide (45.40), pagina
2548), portanto apenas cerca de 0,3% da aceleragao da gravidade na superficie da Terra. Assim, ignoraremos a forga
centrifuga causada pela rotacao da Terra sobre o péndulo, ainda que sua inclusdo nao oferecesse nenhuma dificuldade,
nem alteraria de forma qualitativa os resultados.

Por fim, fazemos notar também que néo apenas consideraremos a haste do péndulo inextensivel, mas consideraremos
apenas o regime de pequenas oscilagoes. O tratamento do caso geral ndo é impossivel (na pior das hipéteses, por meio
da resolu¢ao numérica das equagdes dindmicas) e também nao alteraria de forma qualitativa os resultados. O regime de
pequenas oscilagoes é facilmente alcangédvel experimentalmente com péndulos muito longos. No experimento original de
Foucault, no Pantedo de Paris, o comprimento da haste era de L = 67m e a amplitude de oscilagao nao excedia 6m.

Todos os efeitos listados acima s@o espurios e contribuem de forma minima com o resultado quantitativo. Todos
foram minuciosamente estudados nos mais de 170 anos de literatura a respeito do experimento de Foucault, notadamente
na tese de doutorado de Kamerlingh Onnes®3, de 1879.

Nosso objetivo no que segue é usar essas aproximagcoes e encontrar uma versao linearizada das equacdes dindmicas
de movimento para, em seguida, resolveé-las e analisar a solugao.

e As equacgdes dinamicas

No sistema de referéncia da Terra sao exercidas sobre a massa m do péndulo as seguintes forgas: seu peso P, a forca
de Coriolis Feo, € a forga exercida pela haste Fj,s. Como afirmamos acima, outras forgas, como a forca centrifuga, sao
negligenciadas. As equagdes dindmicas (segunda lei de Newton) sao

ml = P+ F-cor + Fhas .

Devido & condigao de inextensibilidade, a forga exercida pela haste deve contrabalangar exatamente a componente de
P+ F.o na dir egao de 7. Assim,

Fas = 7P[(15+F-Cor) )
onde P; é o projetor na diregao de ?:
S (0d)
P (¢-a)0 = VHZ)Z (45.92)

para qualquer vetor #. Assim, o movimento da massa m ¢ regido pela equacao

ml = (1-P;) (P+ Fur) . (45.93)

e O regime de pequenas oscilagoes

Escrevendo (45.92) de forma explicita, temos

(Jl —P; )u = (ulel + uses + 11,393) el (/1111 + loug — /31/3) (Zlel + loey — deg) .

No regime de pequenas oscilagoes, para uma haste inextensivel e para um vetor @ independente de ¢, consideramos apenas
termos lineares em ¢; e {3, obtendo a aproximagao

(]l —-P; )u = (ulel + ’ll,geg) + %(Zlul + ﬂgug)eg + %143([191 + [Qeg) . (45.94)

Acima, aproximamos {3 por L, no mesmo regime. Note-se por (45.94) que, na 0-ésima aproximagao em ¢1, f» tem-se

es-

43Heike Kamerlingh Onnes (1853-1926). O titulo da tese é: H. Kamerlingh Onnes, “Nieuwe bewijzen voor de aswenteling der aarde”. Ph.D
dissertation. Groningen, Netherlands, 1879.
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e O péndulo esférico sob pequenas oscilagoes

Se ignorarmos a for¢a de Coriolis temos o chamado péndulo esférico. Assim, se considerarmos apenas a for¢a peso,
teremos de (45.94)

(11 — Pg)f’ = 7mg(]l - Pi)eg (4599 7m%(llel +£Qeg)

e a equacao dindmica (45.93) fica

0= —L(te1+tes) . (45.95)
De forma mais explicita, isso representa
b = -2u.
i = 7%524
o= 0.

Verifique! A equacio f3 = 0 é compativel com as aproximacdes de inextensibilidade e pequenas oscilagdes, que impdem
I3 aproximadamente constante. As duas primeiras sdo equagoes independentes para £ e 5 que representam movimentos
harménicos independentes com frequéncia wy = \/? Suas solugbes em termos de condigdes iniciais €1(0) = (10,
£2(0) = 29, £1(0) = v1g € £2(0) = vy sd0

O1(t) _ Ly cos(wot) + (ﬁ*) sen(wot) (5.96)
la(t) Lo cos(wot) + (%0’-) sen(wot)

Caso v19 = Y10 v20 = Yl20 para uma mesma constante -y, teremos (1 (t)/l2(t) = ¢10/¢20, constante, e o movimento
do péndulo se dard ao longo de um plano vertical. Nas demais situagoes o movimento do péndulo serd eliptico (podendo
mesmo ser circular), sempre com frequéncia de oscilagio wo.

e O Péndulo de Foucault sob pequenas oscilagoes

Vamos agora considerar a contribui¢ao da for¢a de Coriolis. Temos
Fooe = —2m@ x Z = —Qm((QQQ — Q;;ég)el + (Q;/l — 0123)62 + (Qlég — Qzél)Ef;> .

Com as condigdes de nao extensibilidade e de pequenas oscilagdes, podemos assumir £3 = 0. Assim, usando a aproximagio
(45.94),

—2m(1-P;)dx I = —2m [sz,ge}eQ — Qylze; + % (L2 = t1ha )es + %(9122 — Qod1) (trer + ezeQ)] . (4597)

Se agora desconsiderarmos também termos proporcionais a £;(;Q, com i, j =1, 2, k =1, 2, 3, que sdo “pequenos” em
relagdo aos demais no regime de pequenas oscilagoes, e quadraticos nas varidveis de posicao e velocidade, ficamos com

72m(11 — Pé)ﬁ x 0 = —2mQy [Zleg - Ifgel} . (45.98)
As equagoes de movimento ficam, portanto,
lreq + lhey = —wg (élel + Zzez) —2Q3 (Zleg - 22e1> s (45.99)

iy = 0, (45.100)

onde wy 1= \/% . Essa é a versao linearizada das equagoes de movimento do Péndulo de Foucault.
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A equagao (45.100) ¢ compativel com a ja mencionada condigiao de inextensibilidade e pequenas oscilagoes, I3 =0,
de sorte que apenas (45.99) é relevante. Em termos das suas componentes, (45.99) se escreve

6 = —wll + 200, (45.101)

by = —wily — 2030, . (45.102)

e Solucao das equagdes linearizadas do Péndulo de Foucault

H4 diversas formas de tratar o par de equagdes lineares acopladas (45.101)-(45.102), o mais simples e direto sendo o
seguinte. Defina-se a fungao complexa z(t) := €1(t) + ilo(t). As equagdes (45.101)-(45.102) tornam-se
F+203i2+wiz = 0. (45.103)

Suas solugdes podem ser obtidas com o Ansatz z(t) = ¢!, com o qual obtemos para « a simples equagio algébrica de
segundo grau
a?+20a—wi = 0.

ar = —Qz3+w, com wr = Q34w

Observe-se que, sob as hipdteses com que trabalhamos, ambas as solugoes sio reais e distintas. Assim, a solugao geral
de (45.103) é

Suas solugoes sao

2t) = e it (Aezwlt +Be—zu1t) ;
com A e B sendo constantes. J4 podemos ver nessa expressio que o fator Ae™'t + Be~™1t representa um movimento

harménico oscilatério no plano ¢; — 2 (plano horizontal) com frequéncia wy, enquanto que o fator e~*%?* representa uma
rotagao desse plano com frequéncia —3.

Para tornar isso mais claro, escrevemos
Aert - Bem 1t = a(t) +iy(t) (45.104)
com z(t) e y(t) reais, e temos
2(t) = {cos (Qst)a(t) + sen(Qgt)y(t)] +i [ — sen(Qst)x(t) + cos (Qgt)y(t)} . (45.105)
Estd claro da defini¢do de z(t) e y(t) em (45.104) que
z(t) = a1cos(wit) + azsen(wit) , (45.106)
y(t) = bycos(wit) + bysen(wit) , (45.107)
para constantes reais a1, ag, b1, ba.
Em termos das componentes ¢4 (t) e £2(t), (45.105) fica
0(t) cos (Qst)  sen(Qst) z(t)
£o(t) —sen(Qst) cos (Q;;L) y(t)

Essa relacao jd exibe mais claramente o fato de ¢1(t) e {2(t) sofrerem uma rotagao com frequéncia —Q3, como afirmamos,
cos(Qt)  sen(Qt)
—sen(Q3t) cos(Qa3t)
vemos que z(t) e y(t) representam movimentos harmoénicos com frequéncia w;.

pois a matriz ( ) ¢ uma matriz de rotagao no plano (um elemento do grupo SO(2)). De (45.106)(45.107)

Comentamos que na maioria das situagoes praticas (como no experimento original de Foucault, de 1851), tem-se
Q3 < wp (0s nimeros sao apresentados adiante) e, por isso, vale a aproximagao wy & wy.
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Para prosseguirmos, ¢ conveniente escrevermos as constantes a1, as, by, by em termos das condigoes iniciais ¢1(0) =
L10, £2(0) = €9, £1(0) = v1p e l2(0) = vap. Apds alguns cdlculos magantes, mas simples, obtém-se
v10 — £20023 w0 + 41093

ap = (i, b1 = la, az = — by
w1 w1

Dessa forma, vemos que a solugdo completa do movimento do péndulo de Foucault no regime de pequenas oscilagoes,
e em termos de condigdes iniciais (em ¢ = 0), é

01(t) cos (Qgt) sen(Qgt) Oy cos(wit) + (zm;jM) sen(wit)
= ! . (45.108)
£o(t) —sen(Qat) cos (Qat) | \ lag cos(wit) + (%) sen(wt)
Consideremos o movimento do vetor (;g; ) Caso
— LooS2: L1082
V10 20883 Ao e v2o + bi0dls Yl (45.109)
wy w1
para alguma constante 7, teremos ¢1(t)/€2(t) = €19/{20, constante, e 0 movimento de (;8;) se dard ao longo de uma linha

a(t)

y(,)) serd eliptico (podendo mesmo ser circular), sempre com frequéncia

reta. Nas demais situagoes o movimento de (
de oscilagao wy.

Em esséncia, aprendemos que a solugao representa uma combinagao de uma répida oscilagao harmonica com frequéncia
wi no plano £1—£5 acompanhada por uma lenta rotacao desse plano com frequéncia —Q3 = —Q7 sen), rotacao essa devida,
portanto, & rotagao diurna da Terra em torno de seu eixo.

e Analise qualitativa

No experimento idealizado por Foucault e posto em pratica em uma primeira exibigao publica em 1851, no Pantedo
de Paris (e depois reproduzido em intimeros outros locais, na Franga e no exterior*!), o péndulo era inicialmente posto em
movimento ao longo de um plano (sob a condicao (45.109)). Ao longo do tempo, o plano de oscilagao comegava a rodar com
frequéncia —€3. Temos que 23 = Q7 sen), onde Q7' é a frequéncia de rotacdo da Terra: Q7 = 27/(24h) = 7,2x 107%. A
¢ a latitude da localidade do experimento (contada a partir da linha do Equador) e, no caso de Paris, temos A & 48°52/,
com sen\ = 0, 75.

Assim, o perfodo de rotagio do experimento original de Foucault foi de aproximadamente 24h/sen\ & 31h50m, o
que corresponde a cerca de 11° por hora. A rotacao seria no sentido horédrio. O péndulo era composto por uma massa
metélica esférica de cerca de 28kg pendurada em uma haste metdlica de cerca de L = 67m de comprimento. O periodo
de oscilagao, portanto, era de 2m\/L/g = 16,5s, o que corresponde a wy = /g/L = 0,38/s. Note-se que, nesse caso,
Q3/wo = 1,5 x 1074

4415 um fato aparentemente pouco conhecido no Brasil, que um dos primeiros experimentos reproduzindo o de Foucault foi realizado no Rio
de Janeiro, e no mesmo ano de 1851 (mais precisamente, entre setembro e os primeiros dias de outubro daquele ano), por Candido Batista
(ou Baptista) de Oliveira (1801-1865), engenheiro, diplomata e politico brasileiro. Sua publicagéo original sobre esse experimento [366] pode
ser encontrada em [362] ou no repositério francés Gallica (https://gallica.bnf.fr). Para mais informagdes sobre esse experimento e seu autor,
vide [344], [345], [4], ou o artigo da Wikipedia: https://pt.wikipedia.org/wiki/Candido_Batista_de_Oliveira

Oliveira trabalhou com um péndulo de comprimento 4,365m e massa de 10,5kg localizado no Rio de Janeiro (latitude —22° 54'), tendo
realizado medigdes entre setembro e o inicio de outubro de 1851. Ao deixar seu péndulo partir no diregdo Norte-Sul (ao longo do meridiano
local) e oscilar livemente por 30 minutos, Oliveira mediu o angulo de precessio do plano de rotagdo como sendo aproximadamente 5° 9" (no
sentido anti-hordrio), o que corresponde a aproximadamente 10° 18’ por hora. Ao langar o péndulo partir ao longo diregio Leste-Oeste, as
medidas indicam uma rotacio do plano de oscilagio de 5° 12’ para o perfodo de meia hora, ou seja, 10° 24’ por hora.

Para a latitude em questdo, a previsdo tedrica seria de cerca de 5° 30’ por hora. Assim, as medidas de Oliveira parecem desviar-se por
um fator 2 da previsdo. Podemos especular que trata-se de um erro espirio e que a duragio das oscilacoes fora de uma hora e nao de
meia hora. Além disso, porém, Oliveira afirma que, quando o langamento era feito a certos angulos da dire¢ao Leste-Oeste (especificamente
11° 18’ 40”), ndo ocorria nenhuma rotagio do plano do oscilagio (planos invariantes). Esses efeitos sio certamente decorréncia de uma
montagem insatisfatéria (o péndulo era provavelmente muito curto e sofria de torques espirios). Segundo [344] e [345], Oliveira teria retirado
e corrigido essas afirmagdes em publicagdes realizadas no ano seguinte.

Um outro ponto a se estranhar, apontado por comentadores como [4], é que o artigo de Oliveira ndo faz qualquer mengdao ao nome de
Foucault, o que possivelmente se explicaria pela grande relutancia com que a Academia de Ciéncias da Franga recebeu os antncios de
Foucault, cujas qualificacoes académicas pareceriam insuficientes aquele ambiente presungoso.
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Para a cidade de Sao Paulo, tem-se A & —23°33’. Com isso, nessa localidade o periodo de rotagao do Péndulo de
Foucault torna-se aproximadamente 60h, ou dois dias e meio. Isso corresponde a cerca de 6° por hora. A rotagio seria
no sentido anti-horério.

Para Belém, PA, tem-se A & —1°27', e o periodo de rotagao seria de aproximadamente 917h, ou cerca de 38 dias.
Sobre a linha do Equador o periodo ¢ infinito, ou seja, nao ha rotac¢ao do plano de oscilagao.

e Terra plana?

Um fato relevante no experimento de Foucault é a dependéncia do periodo de rotagio do plano de oscilagido com a
latitude A onde o experimento ¢ realizado: 24h/sen\. Em um modelo de Terra plana tal dependéncia com a latitude nao
ocorre. No entanto, essa dependéncia com a latitude é, sim, confirmada em experimentos realizados desde os tempos de
Foucault em posigoes diferentes do planeta, corroborando a hipdtese de uma Terra aproximadamente esférica.

45.4 Mecanica de Corpos Rigidos

Vamos transpor os resultados gerais acima para o caso especifico de corpos rigidos. Um corpo rigido é um objeto material
extenso, ocupando uma regiao compacta do espago, com massa finita e dotado da propriedade de que ao longo de qualquer
movimento a distancia entre quaisquer de seus pontos permanece constante. E relevante dizer que a nocao de corpo rigido
é uma das muitas idealizagoes existentes na Fisica. Estritamente falando, eles nao existem no mundo real, mas fornecem
boas aproximacoes para a descricao do movimento nao relativistico de corpos sélidos.

A propriedade bésica de um corpo rigido é a constancia ao longo do tempo das distancias entre seus pontos. Isso
permite associar um corpo rigido a sistemas de referéncias K (niao necessariamente inerciais) onde o mesmo esta fixo e,
assim, colocam & nossa disposigao todas as consideragoes anteriores sobre sistemas de referéncia.

Um corpo rigido é também caracterizado por uma distribuigdo de massa, definido por uma funcao p, que representa
a densidade de massa do corpo. p nao precisa ser constante em nossa formulagao. E um dos principios da Mecanica
Cléssica que a densidade de massa em um ponto de um corpo rigido independe do sistema de referéncia que o observa.

Seja K um sistema de referéncia (ndo necessariamente inercial) onde o corpo estd fixo e seja V C K a regiao do
espago que o mesmo ocupa. A massa total M do corpo rigido é definida por

M = / PQp(Q) .
Jv
O centro de massa do corpo rigido em K é definido por

1 [ s
Qen = 7 [ #Q0(@) G

A ideia intuitiva por trds das tultimas defini¢oes é a de generalizar as defini¢oes correspondentes para colegoes de
pontos materiais considerando que um corpo rigido é um agregado de pontos materiais de dimensoes infinitesimais,
indexados pelas coordenadas Q €V, e com massa p(QA.)dSQ4

Seja k um sistema de referéncia, que doravante consideraremos como inercial, no qual o movimento do referencial K
(e, portanto, do corpo rigido) é observado. Denotemos por gg(t) o vetor posicao em k associado ao ponto Q do corpo
rigido. Em concordancia com (45.2), tem-se

Got) = RiG+é . (45.110)

Para cada ¢, a expressao q(t) deve ser encarada como uma fungao de Q €V c Kem k. O centro de massa do corpo
rigido no sistema de referéncia k é definido por

Gnl®) = 57 [ Q0@ alt).

Assim, por (45.110), tem-se
Gem(t) = RiQem + Gt -
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Analogamente ao que fizemos anteriormente, é conveniente escolher-se o sistema K de sorte que sua origem coincida com
a posicao do centro de massa do corpo rigido. Isso significa escolher

. 17 .
0= Qom = — / #Qp(G)G e portanto, G = Gnt)
My

Com essas consideragoes, e tendo em vista os resultados anteriores sobre colegoes de pontos materiais, é relativamente
fécil em um sistema inercial k expressar grandezas como a energia cinética, o momento linear e 0 momento angular de
um corpo rigido em movimento nesse sistema.

e O espago das configuragdes de um corpo rigido

Como dissemos, a posigdo de um corpo rigido em um sistema de referéncia inercial k é inteiramente fixada pela
posi¢ao de seu centro de massa e pelos eixos Cartesianos de um sistema de referéncia K fixo no corpo (e com origem no
seu centro de massa). A orientagao dos eixos de K é inteiramente determinada por um elemento do grupo de rotagoes
SO(3) (vide Proposigao 21.10, pagina 1131, e a discussdo em torno da mesma). Esse elemento de SO(3) é, a cada instante
de tempo, a matriz R, acima. Assim, o espago de coordenadas de um corpo rigido 6 M = R? x SO(3), que vem a ser uma
variedade de dimensao 6 (lembrar que SO(3) é uma variedade tridimensional, como vimos). No jargao da Fisica, diz-se
por essa razao que um corpo rigido possui seis graus de liberdade: sdo necessérias seis coordenadas para determinar sua
posigdo, trés para o centro de massa e trés para sua orientagio no espaco. O espago de fase (que inclui os momentos
generalizados) de um corpo rigido é, portanto, o fibrado cotangente Ty, da variedade M, que vem a ser uma variedade
de dimensao doze. Como discutiremos mais adiante (Se¢ao 46.5, pagina 2694) é, em certos casos, interessante utilizar
angulos de Euler (tratados na Segao 21.4.2.2, pdgina 1132) para coordenatizar R, e, portanto, descrever a orientagao de
corpos rigidos no espaco e sua dinamica.

As nogoes de variedade diferenciavel, fibrado tangente etc. sao estudadas no Capitulo 33, pagina 1667.

Na referéncia [22] o leitor encontrard uma fina discussdo sobre como certas propriedades topoldgicas do fibrado
tangente 7% permitem inferir propriedades gerais do movimento de corpos rigidos, como por exemplo a auséncia de
pontos singulares no movimento rotacional ou o nimero de quantidades conservadas.

e A energia cinética de um corpo rigido

Num corpo rigido os pontos materiais que o compdem nao se movem no sistema K. Temos, portanto, uma situagao
como aquela descrita no tratamento de conjuntos finitos de pontos materiais quando adotamos Q;(t) = 0 para todo t e
todo .

Assim, segundo (45.57), temos para a energia cinética do corpo rigido em k a expressio
1~ = M, - 2
e(t) = 59‘ (1) + 7}\%“(0\\ , (45.111)
onde [ é o tensor momento de inércia, que consiste na matriz com elementos

lo = [ #Q (@105 -] (45.112)

a, b € {1, 2, 3}, com Q, sendo as componentes de Q). Neste caso, I ¢ constante, ou seja, nio varia com o tempo.
O primeiro termo em (45.111) ¢ a energia cinética associada & rotagao (rigida) do corpo rigido. O segundo termo em
(45.111) ¢ a energia cinética associada ao movimento do centro de massa no sistema k.

E quase desnecessério recordar que as regras de transformagao (45.58) e (45.59) permanecem validas no caso de corpos
rigidos.

¢ O momento linear de um corpo rigido

O momento linear do corpo rigido no sistema k é dado simplesmente por p(t) = Mom (t). Ele corresponde, portanto,
ao momento linear associado ao movimento do centro de massa.

e O momento angular de um corpo rigido

Especializando nossa discussao anterior de conjuntos de pontos materiais para corpos rigidos, temos que o momento

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2573/2825

angular de um corpo rigido em relagéo & origem em um sistema de referéncia inercial k é dado por

[{t) = Ri(I2) + MGem(t) X Gem(t) ,
com I sendo novamente o tensor momento de inércia em relagao & origem dado em (45.112). O segundo termo acima,
M Gern(t) X Gem(t), claramente representa o momento angular (em relagao a origem de k) devido ao movimento do centro
de massa do corpo. Essa parte do momento angular total é denominada momento angular orbital. Segundo nossas
consideracoes anteriores (vide (45.64), pagina 2555, e comentérios que se lhe seguem), a expressao

Jt) = I,

representa o momento angular intrinseco do corpo rigido. E relevante mencionar que os vetores J(t) ¢ Q; ndo necessari-
amente apontam na mesma dire¢ao. Esse fato ¢é relevante no estudo de propriedades do movimento rotacional de corpos
rigidos assimétricos, como por exemplo, sua estabilidade. Trataremos dessas questoes adiante.

45.4.1 Propriedades do Tensor Momento de Inércia

Conforme jé discutimos acima, a transformagcao que leva o tensor de momento de inércia de um sistema K, fixo no corpo
rigido, a um outro K’, também fixo no corpo e com a mesma origem é (45.58), com S € SO(3). Por um teorema bem
conhecido (vide Segao 10.4, pagina 528), a matriz I, por ser simétrica, pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal.
Os elementos da diagonal sdo autovalores de I e seus autovetores em R* podem ser escolhidos ortonormais.

Assim, existe um sistema K’ (ndo necessariamente tinico) onde I ¢ diagonal. Os eixos desse sistema K’', que sao
escolhidos como os autovetores normalizados de I em R?, sio denominados eizos principais de inércia e sdo, naturalmente,
ortogonais entre si. Os elementos diagonais de I’, que denotaremos por I, I e I3, sio denominados momentos principais
de inércia, ou simplesmente momentos de inércia, do corpo rigido. Eles sio os autovalores de I (e, portanto, de I') e
evidentemente sdo expressos como

ho= [ @Qu@) (P H@P) . k= [ EQH@) (PP B [ B @) (P
v v v

onde (X', Y’, Z') sio as coordenadas Cartesianas de Q' € K’ e V/ é o volume ocupado pelo corpo rigido em K'.
A energia cinética rotacional no sistema dos eixos principais é simplesmente
1 = \2 = \2 =12
cor = 5 (B8] + (), + Is();) (45.113)

“wrn

onde, (Qf,)k, k=1, 2, 3 sao as componentes de ; (por simplicidade omitiremos doravante a linha em referéncia as
quantidades do sistema K’). As componentes do momento angular intrinseco sao simplesmente dadas por

D) = L(), . 2t) = (), ) = (),

e Movimento com um ponto fixo

Uma situagao que é frequentemente encontrada é a de um corpo rigido de massa M que se move de forma que um
de seus pontos, o, encontre-se fixo em relagdo a um sistema de referéncia inicial k. Em tal situa¢ao o corpo rigido é dito
ser um pido e o ponto fixo o, em torno do qual o piao pode girar livremente, é denominado pivé. Consideremos como
antes um sistema de referéncia K fixo no corpo com origem no seu centro de massa. Denotemos por I, o seu tensor
momento de inércia em relagao a seu centro de massa. Queremos saber de que forma o tensor momento de inércia deve
ser modificado levando em conta que um dos pontos do corpo é fixo.

TR PR g 5 s (12 L=
A energia cinética do corpo rigido é dada por e, = %<Qf,, IemSh) + %qu,H . Denotemos por ¢, e QQ, os vetores
posi¢ao do ponto o nos sistemas k e K, respectivamente. Segundo (45.35), temos (ﬁ,(t) =R [ﬁt x Qo + Qo + Gem, mas

como G,(t) = 0 (o ponto o esté fixo em k) e G, = 0 (0 ponto o pertence ao ponto rigido e estd fixo em K), obtemos
Qem = —RL(QL X 00)4 Assim, e, = %(ﬁh Icmflﬁ + %HQL X QOHZ. Fazendo uso do mesmo tipo de manipulagoes que
empregamos anteriormente, podemos escrever
3 3
.~ - =2 -
M| x Go* = M3 37 (8e), (1G] *000 — (Q0)a(@0)s ) (), -

a=1b=1
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Definindo um novo tensor Ij cujas componentes sao dadas por
= 12
(Lo)ay = (Lem) gy + M ([|Go]*82 = (@0)a(Q0)e ) .
a, b e {1, 2, 3}, vemos que podemos escrever
1 - -
ee = 5(6h, LS . (45.114)

Isso permite interpretar Iy como o tensor de momento de inércia desse corpo rigido com um ponto fixo.

e Movimento com um eixo fixo. O teorema dos eixos paralelos

Considere-se a situa¢ao em que hd um eixo, fixo no corpo, e também imével em um sistema de referéncia inercial k,
e que o corpo gire em relagio a esse eixo. No sistema k esse eixo é descrito por Ex = {h + Aijk, A € R}, com h € R? e
e € R? com Hr'/’k” = 1. No sistema K, que ¢ fixo no corpo e tem como origem o seu centro de massa, o eixo ¢ descrito
por €k = {H + Mijk, A € R}, com H € R? e ijx € R? com ”’7KH =1.

No sistema de referéncia inercial k o corpo rigido gira com velocidade angular &y = ||&¢||7k. De acordo com (45.8),
tomando-se ¢, fixo, ao longo do eixo &k (para o que tem-se também Q =0, j& que o eixo estd fixo no corpo) e & = Gem,
teremos .

Tem(t) = =& % (7= @m(?)) -
Essa expressao evidentemente independe do ponto ¢ tomado ao longo de €k, pois um outro ponto diferird de ¢ por um
multiplo de 7, que aponta na diregao de ;. Em termos de grandezas do sistema de referéncia K, fixo no corpo rigido,
e com origem no centro de massa, isso fica
den(t) = —Ri(6: % G) .
com @ sendo qualquer ponto situado sobre o eixo de rotagao k. A energia cinética rotacional fica, portanto,
1, o My e
Cer = §<Qm Icht> + ?HQf X Q“ .
Escrevendo novamente

M

3 3
Gx QI* = M3 37 (80), (1G] 0w — (@a(@1) (S1),
a=1b=1

temos

1,~ i
Ci =3 ) ’
Ecr 2<Qt ISKQt>

onde g, tem suas componentes dadas por
(Tew) 1= (o) + M (G100 — (@)a(Qr) -

Esses desenvolvimentos podem ser apresentados de outra forma. Escrevendo (3, = HﬁtHﬁK e adotando o vetor posigao
Q € &k ortogonal ao eixo €k e, portanto, a 2 (isso ¢ sempre possivel tomando-se @ como o ponto de Eg mais préximo
- - 1A L A2 = 02113112
a origem de K), entao ||Qt X Q” = HQ,H HQH e, portanto,

Ie =~
o = 2l

onde
I = (i, Iemfi) +MD?, (45.115)
onde D = ||QH é a menor distancia da origem de K ao eixo Ek. Se 7k for paralelo ao k-ésimo eixo principal do corpo

rigido, entao

Iz = Iy + MD?,
onde I}, é k-ésimo momento de inércia (de o). Esse resultado é conhecido como teorema dos eizos paralelos, ou teorema
de Huygens'®-Steiner'®. A relagdo (45.115) é uma generalizacio para o caso de o eixo de rotagio ndo ser paralelo a
nenhum dos eixos principais.

A expressio (77, Icmﬁ>, com 7 € R? e Hf]’H =1 é denominada momento de inércia em relagao ao eizo 7.

45Christiaan Huygens (1629-1695).
46 Jakob Steiner (1796-1863).
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45.4.2 As Equacoes Dinamicas para Corpos Rigidos
Como jé comentamos, também no caso de corpos rigidos temos

Mo (t) = FTe@t) , (45.116)
ou seja, o movimento do centro de massa obedece a segunda lei de Newton e se dd como se um ponto material de massa

M e coordenadas g, se movesse sob a agao da forca externa total fT"' (). Se d;ﬂ representa, no sistema inercial k, a forca
externa por unidade de volume agindo em cada ponto do corpo rigido considerado em cada instante de tempo, teremos

Fre@) = /Vd“Q & (qo(t), t) = /V #Q ¢ (ReQ + Gom(t), 1), (45.117)
onde usamos (45.110) adotando ¢; = ¢om(t). Para a variagdo do momento angular orbital, tem-se também, portanto,
d = . 45.67) -
5 (MEn® % Gen(®) =7 Gon(®) x FT40) - (45.118)

Definindo-se Lo . . .

Q. 1) = R (dat), 1) = Ry (RQ +em(t), 1)
(vide (45.39)) teremos para a variagao do momento angular intrinseco do corpo rigido, conforme adiantado em (45.74),
a relagao

d - - -
20 = J0) x G +e() .
ou seja, .
I8, = (I8) x G, +6(1) (45.119)
onde
8(t) = / PG xd(Q, 1), (45.120)
v

que representa o torque total, no sistema K, exercido pelas forcas externas que agem no corpo rigido.

A importante equagio (45.119) ¢ denominada equagdo de Euler. Para a histéria da descoberta da equagao de Euler
na Mecénica dos corpos rigidos, vide [499] e [123]. Na auséncia de forgas externas (45.119) reduz-se a

d - = ~
270 = J) x G,

ou seja, .
I8, = (1) x Gy, (45.121)

relagao essa que também ¢ denominada equagio de Fuler (sem torque externo).

A equacao de Euler é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias nao lineares de primeira ordem para 0, (ou
também para J (t)). Ela descreve a dinamica de rotagdes de um corpo rigido e pode ser usada para a dedugao de
propriedades desse movimento e também, em alguns casos especificos, para a determinagao explicita desses movimentos.
Uma maneira alternativa relevante de determinacao desses movimentos usa o formalismo Lagrangiano, adotando-se como
as coordenadas dos corpos rigidos um conjunto de angulos de Euler, que descrevem seu estado de rotagao. Exemplos
desse tratamento serdo exibidos na Se¢ao 46.5, pagina 2694.

e Constantes de movimento para as equagoes de Euler sem torque

Na auséncia de torques externos, duas leis de conservagao podem ser facilmente obtidas de (45.121). Tomando-se o
produto escalar de ambos os lados de (45.121) com €; conclui-se que %<Qf, IQt> = 0. Verifique! Tomando-se o produto
escalar de ambos os lados de (45.121) com 16, conclui-se que %”IﬁtHz = 0. Verifique! Assim,

@, J0) e o)

2

ou seja, )
(G, 18 e 167 (45.122)
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sdo constantes de movimento. A primeira lei de conservagiao afirma que a energia cinética rotacional, %(Qm IQ,,>, é
conservada. A segunda afirma que o médulo do vetor momento angular intrinseco é conservado.

As duas quantidades conservadas <ﬁ¢, Iﬁt> = constante e <Iﬁfﬁ Iﬁ,,) = constante, definem dois elipsoides no espago
tridimensional ((Q)l, (Q)Q, (!'-2)3), ambos centrados na origem. O movimento de 3, se d4, consequentemente, no
lugar geométrico formado pela intersecgao desses dois elipsoides. Exceto em casos degenerados?, a intersecao dos
dois elipsoides ¢ formada por duas curvas fechadas disjuntas e o movimento de € se dd em apenas uma delas (por
continuidade) a ser fixada pelas condigoes iniciais.

No sistema de referéncia dos eixos principais de inércia, onde o tensor momento de inércia I é diagonal, as equagdes
dos dois elipsoides sao

=2 =2 =2 52 S \2 =2
B(Q)) + B(Q), + B(Q), = Bt e (0)*(Q)) + (1) (D), + (1)* (%) = B,

onde E; e E, sao constantes nao negativas. E por vezes conveniente expressar as equagoes dos elipsoides, acima, em
termos das componentes do momento angular intrinseco J(t) = I€2;. Obtém-se, como facilmente se vé,

(T, (I2)° | (1))’
Lot " I;

o e (45.123)

(J(01) + (J(0)2)" + (J(1)s)

No espaco das componentes de f(t), o elipsoide em (45.123), acima, ¢ denominado elipsoide de inércia, ou elipsoide de
Poinsot*®, ou ainda elipsoide de Binet', por alguns autores. O elipsoide em (45.124) é uma esfera ¢ 0 movimento de .J(t)
se d4 na intersecgao do primeiro elipsoide com essa esfera. Exceto em casos degenerados, essa intersec¢ao é composta por
duas curvas fechadas disjuntas. O movimento de J( (t) se d4 em apenas uma delas (por continuidade) a ser fixada pelas
condigdes iniciais. O fato de J(t) ser uma curva fechada é um indicio (ndo uma prova!) de que o movimento é periédico,
fato que sera extraido da solugao das equagoes de movimento, adiante.

E;. (45.124)

Para verificar que os dois elipsoides se interceptam, observe-se que o elipsoide em (45.123) tem semieixos /I Eq,
VI2E1 e V/I3Eq, enquanto que o elipsoide em (45.124) é uma esfera de raio v/E>. Consideremos o caso de um piao com
os eixos numerados de sorte que I3 > I > I;. Teremos,

LE = (F0)"+ (T0)' + (F00)*E < (Tn) + (F02)" + (F0)” = B2
e

By = ()" + (T02)? + (T00)" < (F0) T + (T0a)' 2 + ()" = 1aEr -
Assim,

VLE, < VE < JEE ,

o que significa que o raio da esfera (45.124) possui um valor intermedidrio entre dois dos semieixos do elipsoide (45.123).
Isso implica que os elipsoides (45.123) e (45.124) devem se interceptar em ao menos um ponto, ou em duas curvas
fechadas, caso uma das desigualdades acima for estrita. Caso I; = I = I3 (piao simétrico) os dois elipsoides coincidem.

e Constantes de movimento em um sistema inercial

As constantes de movimento referidas acima dizem respeito a evolugao temporal definida pelas equagoes de Euler
(45.121), definida no sistema de referéncia nao inercial K, fixo no corpo rigido, e com origem no centro de massa. E
interessante nos perguntarmos quais sao as grandezas conservadas no sistema inercial k e qual sua relagdo com as de
acima.

Uma das grandezas conservadas é <Q¢, IQt>, que como dissemos, é duas vezes a energia cinética de rotagao do corpo
rigido, que deve ser conservada na auséncia de forgas externas resultantes. Passando ao sistema inercial k, escrevemos

(G, I,) = (G, J()) = (R '@, BOGE) = (@, J1)

47Como, por exemplo, no caso de um corpo esfericamente simétrico, quando I1 = I» = I3 e os dois elipsoides resumem-se a esfera
(ﬁ()? + (ﬁt); + (ﬁt)§ constante.

48Louis Poinsot (1777-1859).

49 Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
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com a ultima igualdade sendo novamente devida a ortogonalidade de R;.
A outra grandeza conservada em k é o momento angular j(t), conforme estabelecido em (45.70). Como J(t) = R,
2
segue que ||ﬂt)H =
(note-se, porém, que o vetor J(t) ndo é necessariamente conservado em K, como ji comentamos).

f(t)||2 ser conservado em K

f(zﬁ)“2 pois R; é uma matriz ortogonal. Isso esclarece o porqué de

Resumindo, as quantidades conservadas em k sao
@ 70y e qW.

Observar que a primeira se escreve simplesmente como <tDt, j‘) por 7 ser constante. Trata-se, como se vé, de quatro
quantidades conservadas.

A andlise dessas leis de conservagao leva a um método geométrico de visualizagao do movimento de &; denominado
construg¢ao de Poinsot, ou método de Poinsot, sobre o qual nao entraremos em mais detalhes na presente versao destas
Notas. Vide, por exemplo, [22], [2], [448] e [522].

e A energia mecanica de um corpo rigido e sua conservagao

A relagao (45.81) forneceu a energia mecanica de um sistema de n pontos materiais, cada qual sob um potencial
externo Uf, sendo constantes ao longo do tempo as distancias entre os mesmos. Suporemos aqui que esses potenciais U7
independam de i, ou seja, sejam os mesmos para todos ao pontos materiais infinitesimais que compéem um corpo rigido.
Pelo procedimento ja descrito de substituir somas por integrais, obtemos, de (45.81) a energia mecanica de um corpo
rigido:

1= ~ M-, 2 =
em = 591 S(I) + Eu%m(t)” +/ U¢(RiQ + @em(t)) &eQ, (45.125)
v
com V, como antes, sendo o volume ocupado pelo corpo rigido em K, um referencial no qual o corpo estd fixo. Acima,
U*® é o potencial externo por unidade de volume ao qual o corpo esta submetido.

Assim, a forga por unidade de volume no sistema inercial k de um ponto cujas coordenadas no sistema K sao @ é
dada por

¢ (Re@ + Gem(t)) = —(VU®) (Re@ + @om(?)) - (45.126)
Segundo (45.39), essa mesma forca serd dada, no sistema K, por
(@, 1) = —R;N(VU) (R + e (1)) - (45.127)

Um exemplo importante é o seguinte. Se o corpo estd sob o potencial gravitacional aproximadamente constante da
superficie da terra, teremos U®(q) = p(zf) 9gs mais constante, com g3 sendo a componente vertical (ou seja, na dire¢ao de
4) de ¢ Logo,

en = 3 (1) + F i@l + [ /@a(RG+an), €0

= 260 (19) + X in) | + o1, / AD)GPQ | + Mo(@m(),
v

—_—
= 3

To oo M- o .
= iﬂt . (191) + EHQcm(t)H + ]W!J(Qcm(t))3 , (45.128)
pois convencionamos até aqui que a origem de K coincide com o centro de massa do corpo e, portanto, fv p(Q) Q 3Q =0.

E. 45.11 Ezercicio. Verifique! £

De volta ao um potencial geral, ji sabemos que no caso de um sistema com um nimero finito de pontos materiais

a energia mecanica é conservada. E interessante provarmos isso também para o caso de corpos rigidos usando as
correspondentes equagoes dindmicas. Temos
d

Sem = G- (19) + Min(0) - Gom(t) + :zit_ /V U (R + Gomt)) °Q . (45.129)
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Passemos a analisar cada um dos trés termos acima. Seguindo (45.126) e (45.127), usaremos que

— (VU (G + @em(®)) = 6 (RiG+ Gonlt) = RuB(G, 1)

I. Para o termo Qt . ([ﬁ,), vale

- (16,) 42 ﬁ,((mt) xflt> +6,-6(1) = G,-6() (45.130)
-
An
onde 8(t) = [, d*Q (Q x &¢(@, t))A Vide (45.120).
IL Para o termo Mdun(£) - fom(t), vale
MGem(t) - Gem() = @em(®) - FT°(t) (45.131)

sendo que fT" fv B3Q ¢* (RLQ + Gem (t )) Vide (45.117).

III. Para o ultimo termo, temos

%Uﬁ (Rl@ + qcm(t)) = (RLQ + ‘jcm(t)) (6 ) (RLQ + ‘Icm(t>)

o, 127) ( ) (Rt‘bg (Qa )) - écm(f/) N (4;{) (Rté + (Tcrrl(t)))

C2Y (R(@ Q) - (R (G, 1)) = dom®) - 8 (R + G (1)
= (@ x@)) -G t) = dn®) - *(ReG + Tom(0))
G, (@x 8@, 1) ~ @n(®) - F(RQT (1) -
E. 45.12 Egzercicio. Verifique! Sugestio: para a primeira igualdade use a regra da cadeia. *

Com isso, o ultimo termo de (45.129) é

[ G0 (RG+ ant0) €@ =~ [ (G (@ 9) Q= inlt)- [ 3 (RQFGu(0) °Q

= 3 6(t) = Gem(t) - FTE(t) . (45.132)

De (45.130), (45.131) e (45.132) conclui-se diretamente que %em = 0, confirmando que a energia mecanica de um
corpo rigido, definida em (45.125), é uma constante de movimento.

e Trabalho realizado por forgas externas

Temos de (45.131) que 4 ||(jcm (t)”2 = Gom(t) - FT¢(£). O lado esquerdo é a derivada da energia cinética orbital (ou
seja, do centro de massa) do corpo rigido. Assim,

At‘ . —
Wiz, = [ () 7

to

representa o trabalho realizado pelas forgas externas resultantes sobre o corpo rigido entre dois instantes de tempo g e
t1. Esse trabalho ¢ igual a variacao de energia cinética orbital no mesmo intervalo de tempo.
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e Trabalho realizado por um torque

Vemos diretamente de (45.130) que m§<QL, 16, > = Q- O(t). O lado esquerdo é a derivada da energia cinética
rotacional do corpo rigido considerado. Assim,

t1 N -
to

representa o trabalho realizado pelo torque resultante das forgas externas sobre o corpo rigido entre dois instantes de
tempo to e t1. Esse trabalho ¢ igual a variagao de energia cinética rotacional no mesmo intervalo de tempo.

E interessante notar também o seguinte. Para a quantidade Hf(t) Hz = |63, ]|? tem-se
d . - - X 5. ~ — i
ZIT@I = 2(16h) - (1) 2 2 (16 - ((26) x o) +2(16k:) - ©(0) -
=0

P P . 7 2, 1 = .
Ja vimos que na auséncia de torques externos a quantidade H](t)” é conservada. A tltima relagao mostra, assim, que
na presenca de torques externos vale

%Hf(t)“z = 2J(t)-e() . (45.133)

~ . . . ~ ~ t1 7 Y . .
Nao hé, até onde sabemos, uma denominagao para a expressao fm] J(#') - ©(t') dt’, mas ela fornece, como vimos, a

variagao da quantidade Hﬂt)Hz no intervalo de tempo [to, t1].

e Diagonalizagao de I e as equagoes dinamicas

Em um sistema de referéncia onde I é diagonal as equagdes de Euler (45.119) adquirem uma forma mais simples e
til:

L(%h), = (b-1)(@),(%),+6 (45.134)
IZ(Q,) = (= D0)(§), (), + 62, (45.135)
L(%), = (h-B) (@), (%), + 6 (45.136)
Na auséncia de torques externos, isso reduz-se a
Il(ﬁt)l = (- I)(), (@), (45.137)
B(%), = (-1)(@),(), . (45.138)
Jg(ﬁt)3 = (- D)), (@), (45.139)

Faremos uso dessa forma simplificada das equagoes de Euler.

45.4.2.1 Estabilidade de Rotagoes em Torno dos Eixos Principais. O Teorema do Eixo
Intermediario

Decorre das equagoes de Euler (45.137)-(45.139) que um corpo rigido posto a girar em torno de um de seus eixos
principais de inércia, na auséncia de forgas externas, permanecerd nesse estado de movimento. De fato, é claro que
(G ), = (&Zf) =0 com (&Zf) # 0, constante, é uma solugio das equagdes (45.137)—(45.139). O mesmo se d4 para os

casos em que (Q‘)l = (Ql)g =0 com (ﬁL)z # 0, constante, ou (QL)Z = (QL)S =0 com (QL)I # 0, constante.
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A questao que desejamos discutir aqui é se esses estados de movimento sdo estdveis por pequenas perturbagoes. No
que segue assumiremos que Iy > 0 e I > 0 e que Iy # I3 e I, # I3 (ndo sendo excluido ter-se I = I). Ao final
trataremos do caso I} = I3 # I5.

Vamos considerar, sem perda de generalidade, a solugio (ﬁt)1 = (ﬁ,,)2 = 0 com (ﬁt)3 = 03 # 0, constante. E
consideremos uma perturbagao da mesma, na forma

(), = o), (%), = 0%@).  (G), = Q®+00s(t)
onde as fungoes dQ(t), k = 1, 2, 3, sdo “pequenas”, ou seja, muito menores em mddulo que Sl3|, Substituindo em

(45.137)-(45.139) e desprezando termos quadréticos nas fungdes 0Q(t) (ou seja, considerando uma versao linearizada
das expressoes em (45.137)-(45.139)), obtemos:

%(Jﬂl(t)) = LZL‘)QMQZ(Q, (45.140)
%(Jﬂz(t)) = Ug%fl)ﬂg'éﬂl(t) : (45.141)
4 50 - s

2 (09a() 0. (45.142)

A dltima equagao tem por solucao d§23(t) = constante. As duas primeiras equagoes compdem um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias lineares que pode ser escrito como

a 6@ 5 (t) 0 L) 3
— =A s com A = !

5Q0(t) 6Q(t) sl s 0

A solugao desse sistema é dada por (vide Secao 14.3, pagina 724)

Q4 (t) 6821(0)
= A, com Ap :

6, (t) 0$22(0)

(45.143)

Concentremo-nos agora em determinar a exponencial e,

Os autovalores de A podem ser obtidos encontrando-se as raizes de seu polindmio caracteristico: g4 (z) = det(z1—A) =

— — 3\ 2 ~
22 — (Izhlg) (131211) (Qs) . que sdo

_ U= I3)Is — 1) s _ (2= I3)(Is — 1) s
A= L % e AL = I |QF] .

Pelas hip6teses, ambos sao nao nulos e, portanto, distintos. E importante observar que ou ambos sao reais ou ambos sao
imagindrios puros. De fato, se (I — I3)(I3 — I1) < 0, entdo AL = £i)g, com

|I — L] | I
Iy

Ao = h‘m >0

ese (I — I3)(Is — I1) > 0, entao Ay = +Ag.

O fato de os autovalores serem distintos implica que A é uma matriz diagonalizavel (Proposi¢ao 10.22, pagina 540).
Vale, portanto, o Teorema Espectral (Teorema 10.7, pagina 531)°°, que afirma que A pode ser escrita na forma

A= M\Ey+AE_,

50Toda a Segio 10.4, pagina 528 é dedicada a esse importante teorema.
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onde Ey sao os chamados projetores espectrais de A, que satisfazem Ey + E_ = 1, Ei =E,E>=FE e¢eE,FE_ =
E_E, =0, sendo explicitamente dados por (vide Proposi¢ao 10.18, pigina 534, e, particularmente a relagao (10.60))

1 1

Ef=—-—(A-X1 2 E_=———(A-X1).
B T LR (A-21)

Logo, pelo célculo funcional para matrizes, Teorema 10.8, pagina 533, tem-se

e = B, + e B

Com isso, temos duas situagoes: 12 , caso (Io — I3)(I3 — I1) < 0, temos

5 (t) )
= ¢ithoe, 4 emithog (45.144)
(1)
e, 22, caso (I — I3)(I3 — I1) > 0, temos
Q4 (t)
= ey e e, (45.145)
50 (t)

sendo que em ambos os casos ex = FLA.

No primeiro caso, a perturbagao oscila periodicamente com frequéncia Ao, permanecendo “pequena”, portanto. No
segundo caso, porém, a perturbacio crescerd exponencialmente na dire¢ao do vetor ey (caso este seja nao nulo) sendo,
por consequéncia, uma perturbagao instdvel. O estudante deve entender que esse crescimento exponencial nao pode ser
eterno ji que, ao crescer nesse regime, a perturbacao fatalmente deixard de ser “pequena”, saindo fora, portanto, do
regime de validade aproximada das equagdes linearizadas (45.140)(45.142). Ademais, sabemos que devido & conservagao
da energia cinética e do momento angular que as solugoes das equagoes de Euler sao limitadas como funcao de ¢.

Mais do que isso, sabemos também (vide, por exemplo, o tratamento do piao assimétrico livre, adiante) que as solugoes
exatas das equagoes de Euler livres para Q; sdo periddicas em t, o que significa que apés um tempo finito, 3, torna a se
aproximar da situagdo de instabilidade para afasta-se exponencialmente rapido da mesma, sendo esse processo repetido
periodicamente infinitas vezes.

A condigao de estabilidade ¢, assim, (I — I3)(I3 — I;) < 0. Essa condigao ¢ alcancada em dois casos: a) Io > I3 e
I >I3eb) I, < Ize I < I3 No caso em que (I — I3)(Is — I;) > 0 tem-se instabilidade, e isso se dd caso I < I3 < I»
oucaso Iy > I3 > I.

Resumindo, nossa conclusoes sao as seguintes. Teremos estabilidade por perturbagoes para a rota¢ao em torno do
eixo principal 3 caso I3 seja 0 menor ou o maior dos trés momentos de inércia principais {I1, I, Is}, ou seja, se Io > I3
el; > I3 ouse Iy < I3 e I; < I3. Caso contrério, ou seja, se [; < I3 < I ouse I1 > I3 > I5, a rotagao em torno do eixo
principal 3 serd instavel por perturbagoes.

Essa tltima afirmagcao é por vezes denominada Teorema do Eizo Intermedidrio: rotagoes em torno de um eixo principal
cujo momento de inércia tenha um valor intermedidrio entre os dois outros sao instéveis por pequenas perturbagoes.

Nota histérica. Em tempos mais recentes o Teorema do Eixo Intermedidrio foi popularizado como “Teorema da Raquete de Ténis” ou
como “Efeito Dzhanibekov”, em honra ao cosmonauta russo Vladimir Aleksandrovich Dzhanibekov (1942-), que o observou em 1985 em certos
objetos em movimento de rotagao dentro de uma cépsula espacial. O Teorema do Eixo Intermediério, porém, ja era conhecido desde 1834, pelo
menos, tendo sido descrito na obra “Theorie Nouvelle de la Rotation des Corps” (Bachelier, Paris, 1834), de Poinsot®!. O nome “Teorema da
Raquete de Ténis” decorre de uma raquete de ténis possuir um eixo intermedidrio (como ocorre, alias, com a maioria dos objetos assimétricos)
exibindo, portanto, o efeito de instabilidade acima descrito.

Um fato muito interessante, mas sobre o qual nada mais falaremos aqui, é que a instabilidade descrita acima pode ser
transformada em estabilidade se o corpo rigido estiver sob a a¢ao de torques externos periddicos adequados. Esse tipo
de fendmeno é conhecido em diversos sistemas dinamicos, mesmo se descritos por equagoes diferenciais nao lineares. Ha

51Louis Poinsot (1777-1859).
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até mesmo um bem conhecido truque circense de malabarismo, conhecido como “prato chines’ que se baseia nesse tipo
de efeito: um prato girante é suspenso sobre uma longa haste segura por um malabarista, que a faz vibrar de modo a
equilibrar o prato e impedi-lo de cair. Para uma discussio teérica geral desse tipo de fendmeno, vide e.g., [503] ou [22].
E. 45.13 Ezercicio. O que se pode afirmar sobre a estabilidade do movimento de rotagdo diurno da Terra? Existe o perigo de

alguém, digamos, mover um braco e, com isso, desestabilizar o eixo de rotacdo do planeta? x

Consideremos, por fim o caso I1 = I3 # I (o caso I = I3 # I; é andlogo). Nessa situagao a matriz A torna-se

(1) gy
0 Lphigs
00

que nao é mais uma matriz diagonalizével, mas é nilpotente (pois A% = 0). Assim, e!4 = 1 + tA e, portanto,

54 (t) (o) ORI 50(0) + 2722003 50, (0)

50(t) 5922(0) 592(0)

Como se vé, a solugao em geral cresce linearmente com t e, assim, temos novamente uma situagao de instabilidade da
perturbacao, ainda que nio seja uma instabilidade exponencial, como anteriormente encontramos.

45.4.3 Movimento de Pices. Algumas Solugoes

Trataremos aqui de algumas solugoes explicitas para o movimento de pides. O chamado pido de Lagrange sera tratado
com uso do formalismo Lagrangiano e angulos de Euler na Segao 46.5, pagina 2694.

e Piao esférico livre
Um corpo rigido ¢ dito ser um pido esférico se Iy = Iy = I5. Nesse caso, as relagdes (45.137)-(45.139) dizem-nos que
(QL)k =0 para k =1, 2, 3. Assim, tem-se simplesmente, nesse caso, a solugao 0, = O constante.

Nessa situagao, a solugao de (45.32), pagina 2547, ¢ R, = Ruetﬁ“'j (verifique!), onde Ry é uma matriz de rotagao
constante. Como, em geral, &; = RLQ, e e’Q”‘Jﬁo = ﬁo, concluimos que

G = ReSy .

Assim, &; = dy é igualmente constante e difere de €y apenas por uma rotagiao constante que associa, em t = 0, os eixos
de K aos de k.

E. 45.14 Ezercicio. Usando a Proposi¢do 21.9, pagina 1130, mostre que Ry = e":’"’]Rg. &

e Piao simétrico livre

Um corpo rigido é dito ser um piao simétrico se I; = I # I3. Nesse caso, e na auséncia de torques externos, a relagao
(45.139) tem por solugao (Qt)g = 03, constante. No que segue, assumiremos I; > 0.

No caso em que Q3 = 0, as equagdes (45.137) e (45.138) dizem-nos que também tem-se (QL)1 =Q'e (QL)Z =02,
ambos constantes. Assim, nesse caso as equagoes (45.137)-(45.139) dizem-nos que 3, 6 um vetor constante, fixo no plano
1-2 do sistema K (um sistema de referéncia dos eixos principais) e, portanto, o movimento do pido é um movimento de
rotagao em torno de um eixo fixo, ortogonal ao eixo 3, e com velocidade angular constante.

No caso em que 3 # 0, as equagoes (45.137) e (45.138) ficam

(I3 — I)

(05
I

Il(§t>l = — /(ﬁ,,)2 e Ig(ﬁf)Q = 'y(ﬁt)l, onde v =

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2583/2825

A resolugao dessas equagoes é bem simples. Definindo-se W; := (Qf)l + 1(9,) as equagoes acima assumem a forma

2
W = ivWy, cuja solucio é Wy = e"'W,. Separando novamente as partes real e imagindria, obtemos

(ﬁg)l = cos(yt) — sen(7t)Q* e (Q,)Z = sen(yt)Q" + cos(7£)Q? (45.146)
onde Q' = (ﬁg)l e 2= (Q(])z,

Como se percebe, a projecao de §; sobre o eixo 3 é constante (e nao nula) e a proje¢io de € no plano 1-2 gira em
um circulo com velocidade angular «. Assim, o vetor ; executa um movimento de precessao em torno do eixo 3 e temos

G = Ry(yt)Sy -

E. 45.15 Ezercicio. Sabemos que, no caso do planeta Terra, tem-se (13“1” 2 1/300. Mostre que o periodo de precessio associado
ao movimento de rotagdo diurno da Terra é de aproximadamente 10 meses. Ignore os torques exercidos exercidos pelo Sol e pela Lua,
pois eles exercem pouca influéncia durante esse curto periodo de tempo (o periodo da precessdo causada por esses torques, denominada

precess3o equinocial, é da ordem de 26 mil anos).

O periodo de precessdo associado ao movimento de rotagdo diurno da Terra que é efetivamente medido é de cerca de 14 meses.
Essa discrepancia é essencialmente devida a quatro efeitos, todos associados ao fato de a Terra n3o ser, estritamente falando, um corpo
rigido: a presenca do Manto (liquido) em seu interior, deformacdes eldsticas da crosta terrestre produzidas pela atracdo lunar, grandes
movimentacdes sazonais de massas de ar (especialmente entre a Asiaeo Pacifico), a deformac3o na distribuicdo de massas de dgua dos
oceanos produzida pela marés. "

Para as componentes do momento angular intrinseco temos
Ji(t) = cos(yt)[1Q — sen(vt) 192, Jo(t) = sen(yt)1 Q' +cos(t) 12 e J3(t) = L.
Indicando que J executa o mesmo tipo de movimento precessional e indicando que

J(t) = Rs(v)J(0) .

- . FONIE 2 2 532 . ot
Das expressoes acima segue que ||](f) H =1} ((Q‘) +(9?) ) +13(92%)", que é constante no tempo, como j& sabfamos.
Vamos agora procurar entender o que se passa num sistema de referéncia inercial k.
Sabemos que num sistema inercial k o momento angular 7= R; *J(t) é constante. Vamos escolher os eixos de k de
0
sorte que o eixo 3 aponte na dire¢ao de 7. Assim, em k teremos j= ”l;H .
Afirmamos que R, é nesse caso dado por

R: = Rs(mit)SRs(—t)

com vy 1= ﬂ|/[1 e com S € SO(3) tal que S.f(()) = J. Para provar essa afirmativa, notemos que para a R; dada acima
vale R; = Rs(t) (71d38 — vSJ3) Rs(—~1) e, portanto,

Ry Ry = Ro(ot) (mS ™05 = 7ds) Ra(=71) -

Verifique!
Agora, 157138 = ,%S’l (T ])S = % (S’lf) = ,%.A(O) - J. Logo, mostramos que
R = Ro(ot)(7-7(0) - T = 9da ) Ra(=yt) = —J(6) - T=Js.

O lado direito é I
(She) 1+ () I + (f(z“ 7~,> Js = (D) 1+ (D) de + PPz = G- T

Assim, provamos que R = R,,(Qf <j), satisfazendo, portanto (45.32), sendo que Ry = S.
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A escolha mais geral de S é
S = R3(a)R(o, ¢o) » (45.147)

> ¢o é o angulo entre f(()) e J. A expressdo (45.147) é explicada da

onde 7jy é o vetor unitdrio 7y = (f(()) X f)/Hﬂ
seguinte forma. O fator R(ﬁo, ¢0) roda j(O) até 7 em torno do eixo indicado pelo vetor ortogonal a ambos pelo angulo
que eles formam entre si. O fator Rs(«) realiza uma rotagao em torno de J até que os demais eixos de K coincidam com
os de k.

Notar que

2
o= WL oy (o) < s @ @y
Verifique! Podemos escrever
Ry = Ry((n —)t)St
onde
S, == Rs(vt)SRs(—t) = Rs(a)Rs(vt)R (7o, do)Rs(—yt) = Rs(a)R(7, ¢o) .

com 7; := R3(yt)jo = (f(t) X j)/”fHQ Entendemos das relagoes acima que R, tem a seguinte interpretagao: o fator Sy

roda os eixos de K de sorte que, em cada instante ¢, o vetor J(t) é rodado de forma a coincidir com o eixo 3 de k.

E. 45.16 Ezercicio. Complete os detalhes dos cdmputos acima. o+

Com isso, temos . =
& = R = R3(mt)SQ .
0 vetor S¢ ndo aponta na dire¢ao de 7, ou seja, na dire¢ao 3 de k, pois Oy e f(O) nao sao paralelos. Vemos, porém,
dessa expressao que & roda em torno do eixo 3 com velocidade angular 7y, indicando que em k ocorre um movimento de
precessao do pido simétrico em torno do eixo 3, com velocidade angular de precessao y; mas com HQ:” = HQO” Note-se
que vale 1 > HQD” caso I3 > I e vale 1 < ||ﬁo|| caso I3 < I.

e Pido assimétrico livre

Um corpo rigido para o qual os trés momentos de inércia Iy, I e I sejam diferentes é denominado um pido assimétrico,
ou um pidao totalmente assimétrico. Na auséncia de forgas e torques externos, o movimento de um tal piao ¢ regido pelas
equagoes de Euler (45.137)—(45.139).

Consideremos, sem perda de generalidade, que I; > I > I3 (o que sempre pode ser obtido renumerando-se os eixos
principais do pido).

E. 45.17 Ezercicio. Definindo-se

Wi(t) =L~ 1) 12(; —5) (G,
Walt) Iz — I3)(I1 — I2) (ﬁz)2 i

I3

Ws(t) = \ 2= 1;3(111 L) (G)s

verifique que as equacdes de Euler (45.137)-(45.139), pagina 2579, assumem a seguinte forma:

Wit) = Wa(t)Ws(t), (45.148)
Wa(t) = —Ws(t)Wa(t), (45.149)
Wa(t) = Wi(t)Wa(t), (45.150)

equacdes estas que apresentam a interessante propriedade de serem completamente independentes de pardmetros.

Isso reflete um carater universal dos movimentos do pides assimétricos, pois todos podem ser obtidos de solucbes de (45.148)—(45.150)
por reescalonamentos e ajustes nas condi¢des iniciais. x
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Nota. O autor aprendeu sobre a validade das equagdes (45.148)—(45.150) com o Prof. Nestor Caticha, a quem agradece. E interessante notar
que, apesar de sua evidente elegancia, simplicidade e utilidade, aquelas equagdes parecem ter passado desapercebidas em toda a literatura
consultada pelo autor. »

e Rascunho sobre a integracio das equagdes do pido assimétrico livre

Vamos agora mostrar como as equagoes (45.148)—(45.150) podem ser resolvidas. Por simplicidade, na presente versao
destas Notas contornaremos certos detalhes nao essenciais & discussao (como escolhas de certos sinais ou casos especiais
onde podem ocorrer divisbes por zero) e nos concentraremos nas ideias mais importantes. Tais detalhes podem ser
encontrados, e.g., em [288] ou, especialmente, em [522].

E fécil ver que, para qualquer A € R, as expressoes
Sy 1= (1= MWy (8)% + Wa(t)? + AWs(t)?
s@o constantes de movimento do sistema (45.148)—(45.150). Verifique! Assim,
So 1= Wi(t)? + Wa(t)? e Sy = Wa(t)? + Wa(t)?

definem duas constantes de movimento independentes para aquelas equagoes. Essas duas constantes de movimento
definem duas superficies cilindricas, ortogonais uma a outra, no espago tridimensional (VVh Wa, W;) A superficie
cilindrica correspondente a Sy é paralela ao eixo 3 e centrada no mesmo e a superficie cilindrica correspondente a Sy ¢é
paralela ao eixo 1 e centrada no mesmo. O movimento do piao assimétrico se dard, assim, na intersec¢ao dessas duas
superficies cilindricas. Essa intersec¢ao define duas curvas unidimensionais fechadas disjuntas, exceto se Sp = 51, quando
entdo elas nao sao disjuntas.

E. 45.18 Ezercicio. Tente visualizar as duas curvas acima descritas. Também no caso Sp = Si1. £

Observe-se que Sp > 0 e S; > 0. Para o que segue ¢ suficiente, porém, considerar apenas o caso em que Sy > 0 e
S1 > 0. De fato, se Sy = 0 temos Wy(t) = Wa(t) = 0 e, por (45.150), W5(t) = constante. Analogamente, se S = 0
temos Wo(t) = Ws(t) = 0 e, por (45.148), Wi (t) = constante. A solugdo em cada um desses casos é, assim, trivial.

Adotemos, pois, Sp > 0 e S; > 0. Escrevendo
Wi(t)? = So — Wa(t)? e Wi(t)? = Sy — Wa(t)?

a relacdo (45.149) fica na forma®

AW,

e = 7\/(51, - WQ(r,)Z) (sl - Wg(t)z) . (45.151)

Definindo-se ainda U (t) := W2(t)/v/So e K := 1/So/S1, obtemos de (45.151):

Uy = 7\/?1\/(1 - U(t)?) (1 - K?U(t)Q) . (45.152)

dat

Comentamos de passagem que assumimos acima que x? < 1. No caso em que x% > 1 definimos V(t) 1= sU(t) =

Wa(t)/+/S7 e teremos,
Py = ~van/(1-ver) (1-w2ver),

que é similar a (45.152) com 2 < 1.

Retornando a (45.152), supondo que U(0) = 0 (essa suposicao pode ser corrigida trivialmente, caso nao valida), temos

ve® du
Sit = — o e
e [

1—u?)(1 - K%u?)

s feita a escolha de sinais positivos nas raizes quadradas. Um tratamento mais geral e detalhado, mas que conduz aos mesmos
resultados essenciais, serd omitido na presente versao destas Notas.
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A fungdo inversa da integral do lado direito é conhecida como funcio eliptica de Jacobi®®, denotada pelo simbolo sn.
Mais precisamente, sn satisfaz

sn(y dx x
= / _—_— ou seja, sn- /
0 (1 —a2)(1 = K2a2) (1-2?) (1 - hQIz)

com 0 < k% < 1 (a fungdo inversa acima refere-se apenas a dependéncia na primeira varidvel). Para mais desenvolvimentos
sobre as fungoes elipticas de Jacobi, vide e.g., [521], [225] ou [69]. Vide também Figura 45.3, pagina 2586, para graficos
esquematicos dessas fungoes. Assim, obtemos

Ut) = —sn(\/Sl t, n) s ou seja, Wa(t) = —v/So sn( Sit, n) .
Acima, usamos o fato de a fungio sn ser impar na primeira varidvel: sn(—t, ) = —sn(¢, k). (No caso mais geral, temos

simplesmente W(t) = —/Sp :311(\/51 t, n) + W2(0)). Com isso, temos também, ignorando questdes de sinais,

— VB WRGE = VB 1-s(VEit k) = VEa(VEiL k),
onde a fun¢ao cn, também denominada fungao eliptica de Jacobi, é definida por
en(t, k) = \/1—sn(t, n)z
Por fim, usando W3(t)? = Sy — Wa(t)?, temos
- Sosn(\/Silt, n)z = \/Sil 1- stn(\/at, n)2 = ﬁdn(ﬁt, n) s
onde a fun¢ao dn, outra fun¢ao denominada funcao eliptica de Jacobi, é definida por

dn(t, k) = \/1—rK2sn(t, /{)2

XN TR
NN

0.0 . :
N }(f / \ ;/
'\_\ \ J,X
-1.0
6 -5-4-3-2-10 12 3 45 6
—sn  —cn —ihn u

Figura 45.3: Gréfico ilustrativo das fungoes elipticas de Jacobi sn(u, k), en(u, k) e dn(u, k) para um mesmo valor de K
(k =0,8), com v variando entre —6 e 6. (Imagem encontrada na internet).

Em resumo, temos sob a condicio inicial W(0) = 0 as solugdes

Wi(t) = v/So (:n(\/STt, n), Wa(t) = —/So sn( Sit, m) e Wi(t) = JSTdn( Sit, ;@). (45.153)

53Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Com isso, podemos finalmente escrever, recuperando as expressoes deixadas pelo caminho,

~ LI
G = \mria VS (Vs ). 5150
9 = L1 [ E
(Ql)2 = m Sosn<\/ it, n), (45.155)
< Ll
@), = m\/&dn( Slt,n). (45.156)

Essa é a solugao das equagoes de Euler (45.137)—(45.139), pdgina 2579, sob a condi¢ao inicial (Q0)2 = 0, assumindo
5L > 15 > I3

E. 45.19 Egercicio. Com W>(0) = 0, temos também +/Sp = [W1(0)| e v/S1 = [W3(0)]. Constate com isso que de (45.154) e
(45.156) extraimos que (Go), = |(h) | e (90), =1(€0),]. ou seja, as escolhas de sinais que fizemos correspondem a situagdo em que
as condicdes iniciais (€} o), e (@ 0),, s30 ndo negativas. E

Para o caso em que W>(0) # 0 (e, portanto, (!'Zg)2 # 0) as solugoes podem ser escritas como

Wi(t) = /So—Wa(t)? = \/s sosn(ﬁt, H)—Wz(o)r, (45.157)

Walt) 5 sn(\/S—l ¢, ﬂ) TW(0) e (45.158)

Ws(t) = /51— Wa()? = \/51 sosn(\/sft, H)—Wz(o)r, (45.159)

Novamente, temos

5) = | DIs
R (i ATiass ARUICR (45.160)
) - | Dl ,
@), = V&= A ARACCR (45.161)
- Ll .
(@), = G h)(h =T Ws(t) (45.162)

com os W’s dados em (45.157)—(45.159).

E. 45.20 Ezercicio. Como Sy = W1(0)% + W2(0)? e S1 = W2(0)? + W3(0)? (pois ambos sio constantes), verifique de (45.157)—
(45.159) que W1(0) = |W1(0)| e W3(0) = [W3(0)|. Assim, novamente constatamos que as escolhas de sinais que fizemos correspondem
3 situagdo em que as condic@es iniciais 1W1(0) e W3(0) (e, portanto, (), e (Slu)g) s30 n3o negativas. *

Essas complexas expressoes reservam uma surpresa. K um fato bem conhecido (vide e.g., [521], [225] ou [69]) que
as fungoes elipticas de Jacobi sn(t, ), en(t, &) e dn(t, k) sdo periédicas e de mesmo perfodo na varidvel ¢. Assim,

concluimos, talvez inesperadamente, que as componentes de 0, sio igualmente fungoes periddica de t e de mesmo
perfodo®

54Note-se, porém, que isso nao implica que o movimento do pido assimétrico no espago seja periédico em ¢, pois para tal é ne irio que as
componentes do vetor §2; satisfacam certas condi¢oes de comensurabilidade. No caso, por exemplo, de as componentes de §2; serem constantes
0 movimento espacial do corpo s6 seré periédico se as razoes (€0)i/(€20); forem nimeros racionais para todos i, j € {1, 2, 3}.
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O perfodo das fungoes elipticas de Jacobi é 4K (k), onde

/ (1- u;)h(Ll - K2u?) '

Vide e.g., [521], [225] ou [69]. Assim, o periodo 7" do movimento das componentes de @, é, portanto,

4
=

E. 45.21 Egercicio. Expresse as constantes de movimento So e S1 em termos da energia cinética rotacional e de ||.J||?, ambas
também, como ja vimos, constantes de movimento. Com isso, reexpresse a solugdo acima em termos dessas quantidades.

O leitor interessado em exercicios poderd encontrar em [288] problemas de interesse fisico tratados com uso das
solugoes acima obtidas.

45.5 O Formalismo Lagrangiano. Fundamentos

Além do formalismo Newtoniano, normalmente apresentado em cursos introdutérios de Fisica, a Mecanica Cldssica possui
outras formulagoes que apresentam vantagens no tratamento de questoes tedricas ou aplicadas.

Nesta segao apresentaremos um apanhado sucinto do formalismo Lagrangiano e do formalismo Hamiltoniano da
Mecanica Cléssica de sistemas com um ntumero finito de graus de liberdade. O texto que aqui apresentamos nao deve
ser tido como introdutoério ou completo. Sua leitura pressupoe um certo conhecimento prévio dos assuntos tratados. Ha
uma extensa lista de referéncias sobre os temas aqui desenvolvidos e listaremos apenas algumas mais reconhecidas ou
recomendadas. Para textos com maior profundidade matematica: [22], [2], [169] e [528]. Para textos com maior énfase
em questoes de Fisica: [302], [448], [267], [180], [288], [317], [301] e [522].

e Vinculos holonémicos e nao holonémicos. Coordenadas e velocidades generalizadas

Se considerarmos um sistema mecanico composto por p particulas pontuais a descri¢ao do movimento é feita por
meio da atribuicio de vetores posicdo 7; € R?, i =1, ..., p, a cada uma das particulas em cada instante de tempo. Em
certos casos, porém, as particulas estao sujeitas a vinculos que restringem sua movimentagao no espago.

Vinculos em sistemas mecanicos podem ser classificados em dois grandes grupos, os chamados vinculos holonémicos
e os vinculos nao holonémicos. Sistemas mecéanicos dotados de vinculos holonomicos siao denominados simplesmente
sistemas holondmicos e sistemas mecanicos dotados de vinculos nao holonémicos sao denominados sistemas ndo ho-
lonémicos. De modo direto, podemos dizer que sistemas holonémicos sao aqueles em que o espago de configuragoes (onde
o movimento se dd) é uma variedade diferencidvel. Vamos esclarecer isso.

Vinculos holonémicos sao aqueles que podem ser descritos matematicamente pela imposi¢ao de um conjunto finito
de condigoes do tipo
Ri(#1, ..., T, t) = 0, U Ry(Z, ..., & t) =0, (45.163)

onde Ry, ..., R, sao fungdes independentes que assumimos serem continuas e suficientemente diferencidveis.

As condigbes (45.163) podem ou nao depender de ¢t. Caso ocorra essa dependéncia o sistema mecanico é dito for¢ado,
ou reonémico. Caso a dependéncia com o tempo nao ocorra nas relagoes de vinculo o sistema mecéanico é dito natural,
ou esclerénomo®

A palavra holonomia deriva dos radicais gregos, hdlos (“inteiro”, “total”, “completo”) e ndmos (“regra”’, “norma”,
“lei”), em referéncia ao fato de os vinculos serem inteiramente fixados por relagdes como (45.163)°6. Tipicamente essas
fungoes representam restrigoes geométricas ao movimento, tal como ocorre no caso do péndulo simples, onde uma particula
de massa m é mantida por uma haste rigida, de massa desprezivel, a uma distancia fixa de um ponto O, em torno do
qual a haste gira, carregando consigo o ponto material. Vide Figura 45.4, pagina 2590.

55 As expressdes reondmico e esclerénomo estio lentamente caindo em desuso.
56De acordo com Sommerfeld em [448], o termo foi cunhado por Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) em 1894 em seu livro [211]. Hertz é
conhecido por evidenciar empiricamente a existéncia de ondas eletromagnéticas.
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A expressao “restrigdes geométricas”, acima, é um modo de dizer, pois essas restri¢oes sao invariavelmente impostas
por forgas fisicas entre os componentes do sistema, como a forga eldstica, origindria de interagdes atémicas (no caso do
péndulo, da haste sobre o ponto material e sobre o ponto O, em torno do qual ela gira). H4 claramente uma idealiza¢ao
presente no tratamento de vinculos como imposicoes de origem geométrica. A prépria nogao de ponto material, alids, é
também uma idealizagao.

Matematicamente, a imposicao das ¢ restri¢bes (45.163) as coordenadas cartesianas 1, ..., I, significa que o
movimento do sistema se dd em uma variedade diferencidvel de dimensao n = 3p — ¢, que denotaremos por M. Essa
variedade ¢ uma subvariedade de R?”. A mnogao de variedade diferencidvel é estudada nos Capitulos 33 e 34 destas
Notas, paginas 1667 e 1736, respectivamente. Vide também a extensa lista de referéncias 14 apontadas. Assim, dizer que
um sistema mecanico possui vinculos holonémicos equivale a dizer que em cada instante de tempo as posigoes de seus
componentes encontram-se em uma subvariedade de dimensdo 3p — ¢ de R?”. O ntmero n = 3p — ¢ ¢ dito ser o nimero
de graus de liberdade do sistema holonémico considerado. Como discutiremos, corpos rigidos movendo-se sem contacto
com outros corpos sao também sistemas holonémicos com n = 6 graus de liberdade.

Como sistemas holonémicos tém suas posigoes vinculadas a variedades, podemos sem perdas utilizar um sistema
de coordenadas locais dessa variedade para descrever o movimento do sistema. Na linguagem fisica, tais coordenadas
sdo denominadas coordenadas generalizadas. E comum denoté-las por uma n-tipla ¢ = (¢!, ..., ¢"). A variedade n-
dimensional M onde o movimento se dd é denominada espago de configuragées. A dimensiao n do espago de configuragoes,
que é a dimensao da variedade M, ¢ dito ser o nimero de graus de liberdade do sistema mecanico.

No estudo do movimento de sistemas mecanicos descritos por coordenadas generalizadas ¢ = (¢!, ..., ¢") estamos
interessados em estudar as trajetérias descritas pelo sistema como funcdo das interagoes existentes entre elas ou com
o meio externo, levando em conta também condi¢oes iniciais. Por uma trajetéria entendemos uma fungao do tempo
t, definido em algum intervalo I da reta real (eventualmente podemos ter I = R), no espago de configuragoes: I >
t = qt) = (¢'(t), q"(t)) € M. Essa fungao deve ser suposta continua e também, na maioria dos problemas,
suhctcntcmcnto difer cncmch

Ao longo de uma trajetéria em M as derivadas temporais ¢*(t), ..., ¢"(t) sdo denominadas velocidades generalizadas.
E importante notar que o vetor (@), -, q"(z)) é um elemento do espaco tangente a M no ponto de coordenadas
(ql @), ..., ¢"(t )) O espago das coordenadas e de todas as correspondentes velocidades generalizadas é uma variedade
diferencidvel 2n-dimensional que pode ser identificada com o fibrado tangente de M, denotado por TM.

Nem todos os vinculos comummente encontrados em sistemas mecanicos sao do tipo holonémico. Um exemplo,
apresentado e discutido, por exemplo, em [448], é o de um disco fino rigido de raio R que rola sem escorregar em contacto
com um plano e sob a a¢ao de um campo gravitacional constante.

Nestas Notas vamos nos limitar ao tratamento de sistemas holonomicos e remetemos o leitor interessado a literatura
supracitada para o tratamento de alguns sistemas nao holonémicos.

e Péndulos como exemplo de sistemas holonémicos

As ideias acima podem ser bem ilustradas no caso do péndulo (planar, simples e duplo, e esférico).

Exemplo 45.1 Péndulo esférico simples. Um ponto material de massa m > 0 e vetor posi¢io ¥ (com componentes Cartesianas
z', 2% e %) é restrito, por meio de uma haste rigida de massa desprezivel, a mover-se a uma distancia fixa £ > 0 de um ponto O,
onde a haste é fixada, podendo girar livremente. Um campo gravitacional constante aponta na dire¢ao do eixo 3. Adotdndo se a
origem do sistema de coordenadas no ponto O, a equagéo de vinculo é Ry ( ) = |||~ £* = 0, ou seja, (zl)2+ (12)2 +(z ) —?=0.
O movimento do ponto material é, portanto, restrito a superficie da esfera de raio ¢ centrada em O. Essa ¢ a variedade M que
corresponde ao espago de configuragoes desse sistema. O movimento pode ser descrito por meio de duas coordenadas: o dngulo
polar (ou latitudinal) 6 e o dngulo azimutal ¢, referentes a um sistema de coordenadas esféricas centradas em O. A Figura 45.4,
pagina 2590, indica os detalhes. Os adngulos 6 e ¢ s@o possiveis coordenadas generalizadas para esse sistema. ¢

Exemplo 45.2 Péndulo planar simples. Esse caso é similar ao anterior, mas o movimento se d4 em um plano, digamos, o
plano 1 — 3 da Figura 45.4, pdgina 2590. Um campo gravitacional constante aponta na dire¢ao do eixo 3. Além dd Londl(<
de vinculo anterior Ry (%) = (¢1)® + (2%) + (¢)® — €2 = 0 temos adicionalmente a condigio de vinculo Ry (%) = «

limita o movimento do ponto material ao plano 1 — 3. O ponto material, assim, move-se em um circulo no plano 1 — d de raio £ e
centrado em O. Essa é a variedade M que corresponde ao espago de configuracdes desse sistema. Podemos adotar como coordenada
generalizada o angulo ¢ € [0, 27), esquematizado na Figura 45.5, pagina 2591. ¢
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Figura 45.4: Péndulo esférico. A letra m indica o ponto material. O angulo azimutal ¢ € [0, 27) é medido a partir do
plano 2 — 3 e o angulo polar 6 € [0, 7] a partir do eixo 3, como indicado. O comprimento da haste conectando O a m é
L.

Exemplo 45.3 Péndulo duplo planar. O péndulo duplo planar envolve dois pontos materiais mi e mz, o primeiro fixo a uma
haste rigida mével de comprimento ¢; podendo girar em torno de um ponto O, onde ¢ fixada. O segundo ponto material mo é
fixado ao primeiro por uma haste rigida mével de comprimento ¢z, podendo girar independentemente em torno de mi. Ambos se
movem no plano 1 — 3 da Figura 45.4, pagina 2590.

Assim, o ponto material m1, move-se em um circulo no plano 1 — 3, de raio 1 e centrado em O, enquanto que o ponto material
Mz, move-se em um circulo no plano 1 — 3, de raio £> e centrado em m;. As condigoes de vinculo sdo:

Ri(#1, &) = (eD)’+ @)+ @)’ -8 =0,
Ro(Z1, T2) = (el—ab)’+ (2} —ad)’+ (ol -23)’ -4 =0,
R;;(iﬁ, fz) = 22 =0, R4(fl, frz) = a2 =0.

A variedade M que corresponde ao espaco de configuragdes desse sistema é, portanto, um toro bidimensional. Um campo gravi-
tacional constante aponta na dire¢ao do eixo 3. Podemos adotar como coordenadas generalizadas os dngulos ¢1 e ¢2 € [0, 27),
esquematizados na Figura 45.6, pagina 2592. ¢

45.5.1 O Principio de Hamilton e as Equacgoes de Euler-Lagrange em Sis-
temas sem Vinculos

Nesta se¢ao consideraremos sistemas mecanicos compostos por p pontos materiais movendo-se sem sujeigao a vinculos no
espago fisico tridimensional R3. A descrigdo das posigoes desse sistema requer, portanto, n = 3p coordenadas Cartesianas.
O espago R3P assim considerado é denominado espaco de configuragées na literatura fisica e o movimento do sistema é
uma curva nesse espago parametrizada pelo tempo t. Mais adiante consideraremos generalizacoes dessa situacao onde as
coordenadas nao sao necessariamente Cartesianas ou estao sujeitas a vinculos.

e A fungado Lagrangiana

Considere um sistema de p pontos materiais movendo-se no espago fisico tridimensional sem a presenca de vinculos e
sob a acio de forgas conservativas (generalizagdes virdo depois). Seja @ = (z!, 22, 23) o vetor posi¢io do i-ésimo ponto
material. De acordo com a Segunda Lei de Newton, o movimento é regido pela equagao

mii; = ViU, i=1,....p, (45.164)
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Figura 45.5: Péndulo plano. A letra m indica a massa do ponto material. O angulo ¢ € [0, 27) é medido a partir do
eixo 3, como indicado. O comprimento da haste conectando O a m é £.

onde m; > 0 é a massa do i-ésimo ponto material e U = U(gi"l, A fp) é o potencial (que pode também depender do
tempo). Acima, ﬁiU é o vetor com componentes (;TU‘ %U, %U).

Se enumerarmos as 3p = n coordenadas dos vetores Z; na forma

1 n\ _ (.1 .2 3 .1 .2 3 1.2 .3
((I s 4 ): (9'71» L1, X1, Loy Ty, Ty - oy Tpy Ty, T,.)
podemos escrever as equagdes (45.164) como
i = — U " j=1 ) 45.165
m;ig; = —==U(q", ..., q") j=1 ... n. (45.165)
dgl
Aqui, m; é a massa associada a particula com coordenada j, ou seja,
(m1, ..., mp) = (M1, mi, My, Mg, My, My, L., My, My, M)

O ponto relevante nessa renomeagao das coordenadas do sistema é que com ela podemos reescrever as equagoes de
movimento (45.165). Para tal, considere-se a energia cinética do sistema de p particulas:

P n
T = Z%HMQ = Z%(QJ)Q. (45.166)

i=1 =1
Trata-se de uma funcio das velocidades ¢/, ou seja, T = T(q‘l, RN q"). Temos que B%T =m;q¢’ e, com isso, (45.165)
pode ser escrita como
d 9 7]
U=0, i=1 ...,n. (45.167)

2% 2

dt O¢ oq’
Considerando que T nao depende das coordenadas ¢/ (apenas de suas velocidades) e U depende apenas das coordenadas
¢’ (e nao, para forgas conservativas, de suas velocidades), podemos escrever (45.167) como

d 0 0

i 78?‘%:0, ji=1 ..., n, (45.168)

onde
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Figura 45.6: Péndulo duplo planar. As letras m; e ms indicam os pontos materiais. Os angulos ¢1, ¢2 € [0, 27) sdo
medidos a partir da vertical, como indicado. O comprimento da haste conectando O a m; é {1 e o comprimento da haste
conectando my a ma é fo.

é denominada fun¢do Lagrangiand®®, ou Lagrangiano, do sistema de p particulas.

Em principio, reescrever a Segunda Lei de Newton na forma (45.168) nao representa nada de mais. O fato, porém,
é que (45.168) admite generaliza¢oes que permitem incorporar forgas ndo conservativas, coordenadas nao Cartesianas e
vinculos holonémicos (¢ mesmo nao holondmicos, em certos casos especiais). A inclusio de vinculos no tratamento é de
grande importéancia, pois hd muitos sistemas fisicos desse tipo e seu tratamento nem sempre pode ser adequadamente feito
em coordenadas Cartesianas. O tratamento dessas questoes permitird uma visdo mais profunda de sistemas mecéanicos,
independente do particular tipo de coordenadas empregadas. Nossos guias sao dois principios, o Principio de Hamilton
¢ o Principio de D’Alembert, que fornecem formulagoes alternativas das leis da Mecénica.

e O Principio de Hamilton. Uma primeira visao

Consideremos um sistema mecanico de p particulas como descrito acima, com coordenadas de posi¢ao Cartesianas
q=(q¢" ..., ¢") e velocidades ¢ = (¢*, ..., ¢"), com n = 3p, movendo-se sem vinculos e sob a agio de forgas
conservativas.

O objeto basico do formalismo Lagrangiano é a fungio Lagrangiana .Z(q, ¢, t) = f(ql,
T — U, que é suposta possuir todas as informagoes necessarias sobre a dinamica do sistema me

q d' ., qn ) =
nico estudado.

Sejam t; < t; dois instantes de tempo e seja v 1= [t1, t2] 3 t — ¢,(t) € R" uma curva diferencidvel no espago de
configuragoes R™. Definimos a agdo associada ao Lagrangiano £ e & curva v como sendo a integral

S0l = [ 2 00, b0) ar. (45.169)

1

Podemos nos perguntar: qual é, segundo as leis da Mecanica e segundo as interagoes a que estd submetido, a trajetéria
real de um sistema mecanico que inicia seu movimento no instante ¢; em uma posigao ¢(¢1) e termina-o no instante ¢, em
uma posicio q(t2)?°® Ou, em outras palavras, qual a curva v que é efetivamente seguida pela trajetéria real do sistema
mecénico considerado? A resposta a essa questido ¢ dada pelo chamado Principio de Hamilton®®, ou principio de acio
minima, que passamos a descrever.

Seja [t1, t2] 3t — dq(t) € R™ uma fungio definida no espago de configuragoes que seja infinitamente diferencidvel e

57 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Seu nome de nascimento foi Giuseppe Luigi Lagrangia.

58No formalismo Lagrangiano é implicita a suposigio de que, dados (t1, q(t1)) e (t2, q(t2)), com q(t1) e q(t2) arbitrdrios no espago de
configurag xiste uma trajetéria real que inicia-se em g(t1) no instante ¢ e termina em g(t2) no instante to. Por trajetéria real entendemos
uma trajetéria que respeite as leis da Mecanica e seja compativel com as interacoes as quais o sistema mecanico esta sujeito.

59William Rowan Hamilton (1805-1865).
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se anule nos extremos do seu intervalo de definigdo ¢, e 2, ou seja, dq(t1) = dq(t2) = 0. Denotemos %6(1(1,) por dq(t).
Adicionalmente, suporemos também que d¢(t) seja suficientemente pequena em todo o intervalo [ty, to].

Denotemos simbolicamente por vy a curva definida pela funcao [t1, t2] 3 t — ¢, (t) + Adq(t), com A € [—1, 1]. Pela
definigao de dg sabemos que essa curva também conecta o ponto ¢(¢1) no instante ¢; ao ponto ¢(t2) no instante to.
Quando A = 0 a curva 7y coincide com 7. Assim, a diferenca S[y] — S[y,] anula-se para A = 0. Desejamos saber o quio
rapidamente essa diferenga afasta-se de zero quando A torna-se nao nulo, mas “pequeno”.

Para tal, definimos a variagio da agdo S[y| na dire¢do de 6q por
.1
85450 = lim < (Sl = SB1) -

0545[7] expressa a taxa de variacdo de S[y] quanto a curva v é “deformada” pela adi¢do de d¢ a ¢,. Naturalmente, essa
taxa depende da funcdo dq adotada. Por definigdo, temos

L1t . . .
Sl = i 5 [ [t 0,00+ 33000, 4,0+ 3300) = 21 0,0, 4,0 ]
Assumindo que . é uma fungao duas vezes diferencidvel de ¢ e ¢, podemos escrever, pela expansao em série de Taylor
em A\,
0L _ ., 0L
0q'(t) + —
i O+ m

2’(15, 0 () + \q(t), G, (t) +/\6q'(t)) —J(t, 0 (1), qg(t)) - )\Z[ 5qi(t>] 1 00?).
i=1

(Doravante vamos frequentemente omitir o fndice v de expressées como g (t) e ¢ (t)). Assim,

2o 0L .,
d5qS[Y] = /[ 5‘t+f6'1t]dt.
5051 ; g ¢'(t) + 55704 (0)
Efetuando integragao por partes, temos que
20 2L |7 e rdog
/z 99 0g'(t) dt = o 6q°(t) . - /t; <E o0 ) dq'(t) dt .
Como, por hipétese, d¢'(t1) = ¢ (t2) = 0, obtemos
2 loy doZ) .,
55050 = 30 [ [ o W] Sqi(t) di . (45.170)
i=1 7t

Dizemos que a variagao da acao S[y] é nula sobre a curva v, em simbolos 6S[y] = 0, se ds54S[y] = 0 para toda fungao
dq do tipo especificado acima. Assim, vemos de (45.170) que 6S[y] = 0 ao longo de uma curva ~y se e somente se g
satisfizer as equagoes diferenciais

do¥ 0%

— — - =0 45.171

dt 9¢t  9q ( )
para todo i € {1, ..., n}. Nessa conclusio também fizemos uso do Lema 45.1 e do Coroldrio 45.2, pagina 2645. Essas

equagoes sao denominadas equagoes de Fuler-Lagrange e ocupam uma posigao central na Mecanica Cldssica.

O chamado Principio de Hamilton consiste na afirmacao que dS[y] = 0 se e somente se y for a trajetéria real do sistema
mecanico considerado que conecta o ponto ¢(t1) no instante ¢; e o ponto g(t2) no instante t>. Assim, concluimos que ao
longo da trajetéria sao satisfeitas as equagoes de Euler-Lagrange. Assim, vemos que o Principio de Hamilton ¢é equivalente
no contexto aqui tratado as equagdes (45.168), que expressam a Segunda Lei de Newton para forgas conservativas.

Sob esse principio entendemos que as equagoes de Euler-Lagrange sao a expressao das leis fisicas fundamentais de
um sistema mecanico com um nimero finito de graus de liberdade em forma de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias de segunda ordem.

Essa é a esséncia do chamado formalismo Lagrangiano da Mecanica Cldssica. Seu ponto central reside na natureza
invariante de sua formulagao, isto é, na sua independéncia do sistema de coordenadas adotado no espago de configuragoes,
como discutiremos na Secao 45.5.2, logo adiante.
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e Sistemas auténomos e nao auténomos

Quando . nao depende explicitamente de ¢, ou seja, quando . = f(q, zj) dizemos que o sistema mecénico
considerado é um sistema auténomo. De outra forma, se . também depende explicitamente de ¢, o sistema é dito ser
um sistema nao auténomo. Sistemas nao auténomos ocorrem, por exemplo, se um potencial externo varia com o tempo.

Na Secao 45.5.6, pdgina 2609, mostraremos que todo sistema nao auténomo pode ser transformado em um sistema
autonomo por um truque que, em sua esséncia, consiste em considerar o tempo ¢ como uma coordenada independente.

e Forma explicita das equagoes de Euler-Lagrange

Para o caso de um sistema nao autoénomo, expandindo-se a derivada total em relacio a t em (45.171), as equagdes de
Euler-Lagrange assumem a forma explicita do seguinte sistema de equagoes ordinérias de segunda ordem:

ottt +Z{ ey (4 00 40) P04 522 0 a0, 40)# )] - G2 (. o) a(0) = 0. (15172
parai = 1,..., n.

No caso de sistemas auténomos, onde % nao depende da varidvel independente ¢, as equagdes (45.172) se reduzem a

[ ), 0) 4°60) + s (a0 d0) 0] - G5 ). ) = 0, (15.173)

parai = 1,..., n.

e A Identidade de Beltrami
Nesse contexto é interessante apresentar uma identidade, conhecida como férmula de Beltrami®®
Beltrami.

, ou identidade de

Consideremos um sistema auténomo, ou seja, um sistema para o qual nao haja dependéncia explicita de . com o
tempo ¢ e, portanto, % = 0. Derivando-se . (q(t), q(t)) em relagdo a t, temos

d . ~[0.2 N 0L N -
0. i0) = 3 |5 a0 NP0+ G a0, ) 0] (15.174)
Pelas equagoes de Euler-Lagrange podemos escrever gf = ;t % Assim, (45.174) fica
d | d (0L S ax d [\~ 0Z ;
il ; - L (2 J —— gz S0l (¢
7200, i0) = 3| (%) a0 ac #0+ X G 0N | = 350, i)
(457175)
Dessa igualdade, concluimos que
Z(qlt Z Bql q(t), 4(t)) = K, (45.176)

onde K é uma constante. Essa é identidade é denominada identidade de Beltrami e, no caso de sistemas mecanicos
autonomos, ela esta ligada & conservacio de energia mecanica ao longo de um movimento, como veremos & pagina 2612.
A identidade, porém, é vdlida em qualquer problema variacional no qual a fungao de Lagrange nao dependa da varidvel
independente. Veremos uma aplica¢ao ao problema da curva braquistdcrona, na Secao 46.1, pagina 2647.

60Eugenio Beltrami (1835-1900).
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45.5.2 Invariancia das Equagoes de Euler-Lagrange por Mudangas de Co-
ordenadas e de Sistemas de Referéncia

e A invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudancas de coordenadas

A caracteristica mais importante das equagoes de Euler-Lagrange

dos 0L .
E('“)_tj’_ T ie{l, ..., n},

e que é a razdo de ser do formalismo Lagrangiano, é o fato de as mesmas serem invariantes quando realizamos uma
transformagao de coordenadas no espago de configuragoes. Vamos esclarecer o que isso significa.

Suponhamos que ao invés do sistema de coordenadas (¢!, ..., ¢") utilizemos um outro sistema de coordenadas
(Q, ..., Q") para descrever nosso nosso sistema mecanico de n graus de liberdade. Entdo, afirmamos as equagdes de
Euler-Lagrange permanecem as mesmas nesse novo sistema, ou seja, valerao também as equagoes

409 0% .
——— = ——, vparatodoje{l, ..., n},
dt Qi 0QJ { 4
onde X(Q, Q, t) = f(q(Q, t), 4@, Q, t), t), que é o Lagrangiano original £ escrito em termos das novas
coordenadas.
. s . . < PP . t? ’

A maneira mais simples e direta de provar essa afirmagao é observar que o principio de Hamilton § f“ ZLdt = 0 estd
expresso de forma independente do particular sistema de coordenadas empregado no espago de configuragoes e, portanto,
deve conduzir as mesmas equagoes — as equagoes de Euler-Lagrange — em qualquer sistema de coordenadas.

Para satisfazer um leitor eventualmente cético quanto a essa argumentagao, ou insatisfeito com ela, vamos apresentar
uma prova direta da invariancia das equagoes de Euler-Lagrange.

Sejam Q7 = Q’(q*, ..., ¢, 1), j € {1, ..., n}, as expressdes que fornecem as “novas” coordenadas @ em fungio
das “antigas” coordenadas ¢ e, eventualmente, do tempo ¢t. Vamos supor que essa transformagao de coordenadas seja
ao menos duas vezes diferencidvel e que essa mudanga de varidveis seja, para cada t, inversivel. Essa tdltima hipGtese

. . . . . gL . P .
significa que a matriz Jacobiana n x n, de elementos de matriz %‘3 i, j € {1, ..., n}, ¢ uma matriz inversivel.

As velocidades generalizadas das novas coordenadas sio definidas por

o " P
(g, ¢, t) = Z 8?’” (a. t)q 4+ = Q (q, t) . (45.177)
k=1
Assim,
WY Q| PQ oG o )
a0 2= og ot Yogor o = o (45.178)

sendo que a tltima igualdade decorre de () depender linearmente dos ¢*’s. Ao longo de uma curva ¢(t), temos, pela

regra da cadeia,
40QT N 9 (0Q 0 (0Q1\ N Q| Q)
& B¢ Z o ( ) LA ( o ) ; o T agar

e, portanto, mostramos que ao longo de uma curva g(t) vale

doQ’ Qi
Toq T o0 (45.179)
Agora, novamente pela regra da cadeia,
j " 5.7 007
Z 07 9 Z 92 96 . (45.180)

< 0Q7 0 2= ¢y 0g'
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, & a0 ) 007 0Q7 .
Por outro lado, temos também que ‘3“;{ = E]"':1 gg; % Em (45.178) vimos que % = %A Assim,

0L 07 0qQi
o5~ 2o or

j=1

Logo,

40%  K(doZ\oQ NOF (dOQ wsam) o[ d 0L\ OQ I~ OZ QI .
dt 0t Z(dt 3Qy‘> gt +Zlan (dt 8(1’) N ; dt oQi | 9q +7_:21an gt (45.181)

j=1

Assim, obtemos de (45.180) e de (45.181) que, para todo i € {1, ..., n}, vale

402 02  UN[(doZ\0Q N0ZL0Q 07 0Q n oL oQ
*og  oF ; (dt 6QJ> oF +2 907 O ,ZT 907 ag > 907 O

j=1 j=1

&K (doZ o7\ aqQi B}
= J;(E@—a—@) ag (45.182)

Dessa forma, assumindo a validade das equagoes de Euler-Lagrange para o sistema de coordenadas ¢, ou seja, assu-

mindo que %% — ‘3‘;{’ =0 para todo ¢ € {1, ..., n}, temos
i: doZ o7\ 0@ _ |
= dtoQi 0Qi ) o
também para todo i € {1, ..., n}. Como a matriz Jacobiana, de elementos de matriz %,i, é inversivel, segue imediata-
mente disso que
do¥ 0L
- =0 j e {1, ,ni,
A9 Q) o defl, . n}

que sao as equagoes de Euler-Lagrange nas “novas” coordenadas ). Isso estabeleceu a invariancia das equagoes de
Euler-Lagrange por mudanga de coordenadas no espago de configuragoes.

Futuramente, se houver perigo de confusdo, nem sempre iremos distinguir notacionalmente .2 de .Z.

e A energia cinética e a expressao de .2

Seguindo (45.166), na auséncia de vinculos temos

T Sy - Y (3

j=1 j=1 k=1

5 W@Qk@l . (45.183)

=1 k=11=1

)2 B n m, "L ag O
J

Assim, energia cinética expressa nas coordenadas generalizadas @) e nas velocidades generalizadas @) é

N . . 18X .
1 n o AL ny _ y 1 ny Ak )l
T@ Q@ QN @) = 3D Mu(@' o @O
k=11=1
sendo i ) )
o O¢’
y 1 ny _
Mp(Q, ..., Q") = ;m]w%l‘
A dependéncia em Q', ..., Q" estd nas derivadas gg;, As quantidades My, sdo por vezes denominadas massas

generalizadas.
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Observe-se que T ¢ uma forma quadratica nas velocidades generalizadas (como no caso de coordenadas Cartesianas),
mas pode depender das coordenadas generalizadas (ao contrério do caso de coordenadas Cartesianas).

Dessa forma, em termos mais precisos, o Lagrangiano . é dado por

n

ZQ Q1) = 333 M@ QO - U(2@Q s @), o @ Q) 1)

k=11=1

e Exemplos simples

Tratemos de exibir um exemplo da invariancia das equagoes de Euler-Lagrange.

Exemplo 45.4 Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimensao sob um potencial V(z) = atanhz,

com «a constante. O Lagrangiano é £ (x, &) = % (zfc)z — atanhz e a correspondente equagdo de Euler-Lagrange é
mi = —a(1— (tanhaz)?) . (45.184)
Adotemos novas coordenadas X = tanhz, que mapeiam bijetivamente R no intervalo (—1, 1). Teremos X = (1 — (tanh z)z)z e
T = X/(l - Xz). Assim, ﬂx, X) = W(X)Z —aX. Logo,
g: m 2X . 63’\: 2mX 3()'()2704
0xX (1-x2) 0x (1-x?)

e, portanto, a nova equagao de Euler-Lagrange é

d m ; 2mX \2 5
dt ((1,X2)2X> = (17X2)3(X) —a. (45.185)

Expandindo-se a derivada do lado esquerdo e realizando-se alguns computos elementares, essa equagao assume a forma
m(l- X)X +2mX(X)* = —a(1-x2)°. (45.186)
Desejamos verificar que as equagées (45.186) e (45.184) sao equivalentes. Para isso, substituamos X = tanhz em (45.186).
Temos X = (1 - (tanhz)?)d e X = (1 - (tanhz)?)# — 2tanhz (1 — (tanhz)?) (1)2 Assim, (45.186) fica

m(1— (tanhz)z) [(1 - (tanhac)2)i —2tanhz (1 — (tanh z)?%) (1)2] + 2mtanh (1 — (tanh 1)2)2@)2 = —a(l- (tanhz)2)3

que, ap6s cancelamentos, se simplifica para ma = 70¢(1 — (tanh 1:)2), que é (45.184), como desejdvamos mostrar. ¢

E. 45.22 Egercicio. Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimensdo sob um potencial V(z) = az*,

m

com a constante. O Lagrangiano é Z(z, &) = (1)2 — az* Mostre que a correspondente equagio de Euler-Lagrange é mi =

daz®.
Considere novas coordenadas definidas em R dadas por X = z®. Mostre que o Lagrangiano nessas coordenadas é D?(X, X) =
%X”/S(X)2 — 42 X*/3 Mostre que as equagdes de Euler-Lagrange nessas coordenadas assumem a forma mXX — %(X)2 =
—12aX®/3. Substituindo X = x> nessa tltima equagdo, reobtenha a Euler-Lagrange original do sistema de coordenadas original. *

45.5.3 Sistemas com Vinculos Holondémicos

No tratamento que apresentamos até agora consideramos sistemas com p pontos materiais movendo-se sem restri¢oes de
vinculos e aprendemos a descrever seu movimento por meio das equagoes de Euler-Lagrange ou, equivalentemente, do
Principio de Hamilton. Sistemas com vinculos, porém, sao abundantes na Fisica, especialmente os holonémicos, ¢ vamos
agora mostrar como eles podem ser analisados no formalismo Lagrangiano.

Na segdo corrente apresentaremos um argumento um tanto informal para justificar que as equagoes de Euler-Lagrange
(e o Principio de Hamilton) sao também vélidas sob vinculos holonémicos. Uma argumentac¢ao mais formal (e um pouco
mais geral) serd apresentada na Se¢ao 45.5.4, pagina 2598, onde desenvolvermos o Principio de D’Alembert.
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Como ja comentamos, vinculos decorrem de forgas produzidas por corpos materiais sobre os pontos materiais que
compdem nosso sistema. Podemos, assim, implementé-los da seguinte forma. Seja ¥ a superficie n-dimensional de R3P
que resulta da implementagao de g relagoes de vinculo, como em (45.163). Aqui, n = 3p — ¢. Podemos implementar
os vinculos por meio de um potencial AV, onde A é um nimero real e V tem as seguintes caracteristicas: V' anula-se
em ¥ e cresce rapidamente & medida em que nos afastamos de #'. Assim, ao tomarmos o limite A — 0o o sistema fica
confinado & superficie ¥ de R3 e o vinculo é implementado. Antes desse limite, podemos considerar o sistema como
movimentando-se em R?” de acordo com o Principio de Hamilton e com as equagoes de Euler-Lagrange, como tratamos
anteriormente. Devido & invariancia, estabelecida acima, das equagoes de Euler-Lagrange, podemos expressé-las em um

sistema de coordenadas do seguinte tipo: As primeiras n coordenadas ¢!, ..., ¢" sio coordenadas que descrevem a
variedade ¥ e as demais ¢"*', ..., ¢° descrevem o espaco complementar a ¥, por exemplo, crescendo & medida que
nos afastamos de ¥ e sendo nulas em #. No limite em que A — 0o essas coordenadas ¢"*', ..., ¢° congelam em 0, pois
o sistema mecéanico nao consegue afastar-se de ¥/, devido a finitude da energia mecanica e o vinculo é implementado. As
equacdes de Euler-Lagrange que sobrevivem sdo apenas aquelas que envolvem as n-primeiras variaveis, ¢, ..., ¢" e sio
d 9 7]
Ll e g=o0, n, (45.187)
dt 0¢7 oq’
onde
@ — 1 nol n
J:f(l],...,q,q7...,q):TfU.

Segue disso também que, na situagio considerada, vale também o Principio de Hamilton para trajetérias restritas a
superficie ¥: a trajetéria efetivamente seguida pelo sistema em ¥ extremiza a integral de agao dentre todas as trajetérias
em ¥ com os mesmos pontos inicial e final.

Na literatura fisica as coordenadas ¢!, ..., ¢" empregadas para coordenatizar ¥ sido denominadas coordenadas

generalizadas e as derivadas temporais ¢', ..., ¢" sdo denominadas velocidades generalizadas.

Um ponto muito importante, e que é uma das razoes de ser do formalismo, é que nesse contexto de vinculos vale
também a propriedade de invariancia das equagoes de Euler-Lagrange: elas sao as mesmas em qualquer outro sistema de
coordenadas empregado em ¥. A demonstragao desse fato ¢ idéntica & demonstragao que apresentamos em (45.182) e
nao precisamos reproduzi-la aqui. Vale notar também que o préprio Principio de Hamilton aponta para essa invariancia,
por sua formulagao ser independente das particulares coordenadas usadas em 7.

E. 45.23 Ezercicio. Considere o péndulo simples planar descrito na Figura 45.5, pgina 2591. Considerando a forga gravitacional

constante vertical (no sentido indicado na figura), mostre que a funcdo de Lagrange do sistema é

7 = % 7 (¢)2 + mglcos(¢) . (45.188)
Conclua que a correspondente equagio de Euler-Lagrange é
b+ %sen(qb) =0.

Essa equacdo corresponde a igualdade entre a variagdo do momento angular do ponto material e o torque da forca peso, ambos em
relagdo a origem O. Verifique! "

E. 45.24 Ezercicio. Considere o péndulo duplo planar descrito na Figura 45.6, pagina 2592. Considerando a forca gravitacional
constante vertical (no sentido indicado na figura) mostre que a fungio de Lagrange do sistema é
ma

mi 41 .
(rm . "w)lf(¢l)2+7

Obtenha as correspondentes equagdes de Euler-Lagrange. £l

3 ((;32)2 +maliladra cos(pa — ¢1) + (ma + ma)ghs cos(¢1) + magla cos(¢z) . (45.189)

45.5.4 O Principio de D’Alembert e o Tratamento de Forcas nao Conser-
vativas
No caso de sistemas holonémicos, o Principio de D’AlembertS", que agora apresentaremos, conduz a resultados idénticos

aos do Principio de Hamilton, permitindo, porém, incluir também forcas nao conservativas. Ele também aplica-se a
certos sistemas nao holonémicos, mas nao discutiremos esse ponto na presente versiao destas Notas.

61Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783).
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Consideremos um sistema holonémico de p pontos materiais com n = 3p — ¢ graus de liberdade, sujeito, portanto,
a condigoes de vinculo que restrinjam seu movimento a uma subvariedade n-dimensional de R®P. Fisicamente, esses
vinculos sao impostos por forgas exercidas por dtomos ou moléculas fixas em corpos que atuam sobre os pontos materiais
do sistema que consideramos.

Esse tratamento fisico é, em muitos casos, de dificil implementacao, por exigir um conhecimento detalhado das
componentes interagentes dos corpos de produzem o vinculo (a haste, no exemplo do péndulo) e a massa m.

Um bom exemplo a se ter em mente é o do péndulo esférico simples, composto de uma massa pontual m, que gira
em torno de um ponto O, fixo, presa a uma haste rigida de massa desprezivel e comprimento ¢, tal como na Figura 45.4,
pagina 2590. Podemos descrevé-lo matematicamente tratando o movimento como restrito a superficie esférica de raio
¢ centrada em O, ou podemos descrevé-lo fisicamente considerando as forgas eldsticas exercidas pela haste (i.e., pelos
4tomos da haste e da massa m que interagem entre si) e que mantém constante a distancia entre m e O. A observagao
importante, é que essas forcas eldsticas agem sempre na direcao da haste e, portanto, sao ortogonais, em cada ponto, a
trajetoria.

Essa descrigao fisica traz-nos, porém, uma informacao que é de relevancia para o que segue: na auséncia de atrito as
forgas exercidas pelo corpo fisico que produz o vinculo sao ortogonais & trajetéria do mesmo e, portanto, sdo ortogonais
a velocidade em cada ponto. E aqui que se inicia a apresentagdo do Principio de D’Alembert.

Seja um sistema 8 de p pontos materiais, cada um com massa m; >0, i =1, ..., p. Seja &; € R* o vetor posigio do
i-ésimo ponto material. A Segunda Lei de Newton afirma que

mii(t) = Fi(t) + fi(t) (45.190)

onde f;(t) representa a resultante das forcas que produzem o vinculo sobre o i-ésimo ponto material e F;(t) representa a
resultante das demais forgas aplicadas sobre o i-ésimo ponto material, o que pode incluir interagoes dos diversos pontos
materiais de § entre si, forgas externas aplicadas (como as forgas peso, forgas eletromagnéticas etc.) e mesmo forgas
inerciais.

Um ponto importante nos sistemas que trataremos é a imposicao que a forca f;(t) aja sobre a i-ésima particula sempre
em uma diregao ortogonal & sua velocidade, de modo a impor-lhe o vinculo sem impor-lhe uma aceleragiao na diregao
tangencial.

As forgas E(f) resultam de forgas externas aplicadas & i-ésima particula ou a forgas das particulas entre si, ou
mesmo de forgas de atrito entre o objeto que produz o vinculo e a i-ésima particula. Sua natureza nao ¢ inicialmente
especificada, mas apds a obtenc¢ao de nossos resultados gerais trataremos, como exemplos, dos casos em que essas forgas
sdo conservativas, ou provém de um campo eletromagnético, ou sdo forgas inerciais.

e Formulagao do Principio de D’Alembert

Consideremos um sistema de p particulas movendo-se sob vinculos holonémicos no espago fisico tridimensional R?.
Como comentamos, os vinculos podem restringir o movimento a uma subvariedade n dimensional de R* que denotamos
por ¥. Suporemos que essa variedade possa ser coordenatizada (a0 menos localmente) por coordenadas (ditas generali-

zadas) ¢, ..., ¢", com n < 3p. Denotemos por m; >0 e # € ¥ a massa e, respetivamente, o vetor posigio da i-ésima
particula, com ..., p. Cada vetor Z; € ¥ pode ser escrito como funcio das coordenadas generalizadas ¢', ..., ¢™
S .
(', ..., q") €R?, i=1,..., p.

Assumimos também que a associagao entre os pontos de ¥ e as coordenadas generalizadas seja biunivoca.

Para cada i = 1, ..., p consideremos curvas continuas e diferencidveis I 3 A — ¥, que denotamos por Z;(\). Aqui
I ¢é algum intervalo da reta real. Como essas curvas estao completamente em ¥, elas sdo compativeis com os vinculos,
sendo denominadas movimentos virtuais (ou deslocamentos virtuais) na literatura fisica. Os vetores tangentes a essas
curvas %fl(k) € R? sdo possiveis vetores velocidade de movimentos reais satisfazendo as leis de Newton (45.190). Assim,
pelas nossas hipéteses (e isso ¢ crucial para o que segue), devemos ter f; - %f,,(/\) = 0 para todo i e todo A, sendo que
“”denota o produto escalar usual em R3.

Consideremos que por cada ponto dessa curva passa uma trajetéria do sistema mecanico que analisamos, de modo
que tenhamos fungoes Z;(t, A), com t sendo o tempo e &;(0, X\) = @;(\) para todo A.

As fungdes Z;(t, A) correspondem funcdes ¢'(t, A), ..., ¢"(t, A) que descrevem as coordenadas generalizadas em
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fungao de t e A, de sorte que

Fi(t, N) = a‘c’l(ql<t7 A ey g A)) .

No que segue vamos frequentemente abreviar (q*(t, A), ..., ¢"(t, )\)) por q(t, ).
Para cada A fixo a fungdo t — T;(t, \) é a trajetoria de um sistema mecanico. Os vetores velocidade e aceleragio sao
[“) 62
Gt A) = @A) e Gt ) = et ).

e Algumas relagoes preparatdrias

E relevante expressarmos ;(t, A) em termos das fungdes ¢/ (¢, A) e suas derivadas parciais temporais. Pela regra da
cadeia, temos

7] dzl o\ n 19}
Gt A) = it A) Z CLqh(tN) (E)t (t /\)) . (45.191)
Vemos que que 7;(t, \) sao fungoes dos ¢’s e de suas derivadas parciais em relagao a t:
Gt A) = B(a (N, s (N, AN, s @ N) = (o V) dt Y)

onde ¢* é uma abreviagio para %q""(t, A). De (45.191) vemos que a dependéncia com as derivadas temporais ¢* é linear
e extraimos que

av; 07, "
o = o @B N () (45.192)
Temos também por (45.191) que
a7, " 9% 9
By Zaqkaq/ t\) (a (t. A)) : (45.193)

De forma andloga a (45.191), temos também

o . " OF; ) .
it A) = ga—qk(q(t, A) (mq’c(t, )\)) . (45.194)

e Desenvolvendo Principio de D’Alembert

Pela condi¢do de ortogonalidade entre f; e %Ei(t, A), temos, por (45.190),

o (8)-1] (§e) -

para todo ¢ = 1, ..., n. Assim, segue que
» .
5 = o .
; {mi (wz) - F] . (mxi(k)) =0. (45.195)
Essa é a expressao matemética do Principio de D’Alembert.

Usando (45.194), isso fica

ou seja,

(45 - Gj) (ﬁqj(t-, A)) =0 (45.196)
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sendo

A; = Zml (5— t)\)) 82@(@ N) e (45.197)

P

G; = gﬁ . g:: (alt, V) - (45.198)

Na literatura fisica as fungdes A; sdo por vezes denominadas aceleragoes generalizadas e as fungoes G sdo por vezes
denominadas for¢as generalizadas. O fato relevante ¢ que, como (45.196) é supostamente valida para todas as fungoes
¢’ (t, \) e essas sdo independentes, segue que

A; = Gy paratodoj =1, ..., n. (45.199)

Essa é a principal consequéncia do Principio de D’Alembert e no que segue vamos explicitar seu significado, procurando
expressoes mais adequadas para A;.

e Desenvolvendo a expressao para A;

Tratemos de A;, j =1, ..., n. Podemos escrever
o2 oF; 7] 0 oT; 7] o [0F;
(gt 0) Soae n) = g [(Fa ) Se e )] - (e ) -5 et v)]
=g 0 [ 0; 9 [0
S BN Gt )| e - 5| 55 (e )
(s.192) 0 [ o; d [oz; -
L 5 [vl(t A) "o (a(t, A))] (t, A) o | o (a(t, V)| - (45.200)
Agora,
0 ()IL - 5211 9 4 =
5 [W ] 8(1/0:1 DY) (07: (t, A)) (45.201)
e comparando com o lado direito de (45.193), concluimos que
9 (9% _on
2 [ 2t A))} - = (45.202)
Retornando com (45.202) a (45.200), obtemos
02 oF; 9 (. oT; ov;
(5t 0) - St ) = 5[5 ) - S Gate )] = it - 5
_ L[ooal@l* _ olw)?
2|0t O g
Coletando as expressoes obtidas, temos para cada j =1, ..., n,
(0 17}
4 = 5 (57) - 5T
T sendo a energia cinética do sistema de p particulas:
P n o n
_ m; 2 (45.191 1 okl
= ;7 @il 52;1\1“ i, (45.203)
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para
Mir = Mg " e i,,,“’ff |03 (45.204)
kKl = k\Q -+ 4 : - 1aqk g .
Dessa forma, a igualdade (45.199) significa que
d (0 d
() CLr=q,, j=1,...n. 45.2
% (&p ) 90 Gj, j n (45.205)

Nessas relagoes podemos desconsiderar a dependéncia em A, pois (45.205) vale em todo ponto de ¥, e escrever as derivadas

a
d(aT) 8T:Gj, j=1...,n. (45.206)

parciais z; como derivadas totais:
at\og~ ) ogi

As relagoes (45.206) devem ser entendidas como generalizagoes das equagoes de Euler-Lagrange, generalizagoes em
dois sentidos: primeiramente por valerem mesmo para for¢as nao conservativas e segundamente por envolverem apenas
as coordenadas generalizadas ¢!, ..., ¢", que descrevem 7, e nio as coordenadas do sistema sem vinculos em R3P.

e O caso de forgas conservativas

Suponhamos que F, seja, para cada ¢ = 1, ..., p, da forma F = ﬁf + P:i", onde ﬁf ¢ conservativa, ou seja, existe
uma funcao U(fl, ... T},) tal que Ff = —V,;U. A contribui¢ao das forcas conservativas Ff & G serd, segundo (45.198),
f:ﬁ U 8’7"( t, \) = o V(g ") (45.207)
2V 5 0t V) = —55Via - ) :
sendo
V(qlA, ) = U(.ﬂ(qlﬁ e @)y ey (45.208)

A relagao (45.207) decorre meramente da regra da cadeia. Assim, como V independe as velocidades generalizadas ¢/, a
relagao (45.206) fica

d (9 0 .
— | == - = = H =1,...,n, 45.2
p (iquJ) 8qu i j , S, (45.209)
com
&L =T-V, sendo V' dado em (45.208).
e

P o
L 0T
H; = E El - —(q(t, \)) .
J s i g (fI( ))
H; contém a contribuicdo das forgas ndo conservativas e .2 ¢ o Lagrangiano.

e Generalizagoes para algumas forgas nao conservativas

Um caso que desperta particular interesse é aquele no qual as forgas generalizadas G; tem a seguinte forma:

4o . 9

=g gV d= b (45.210)
onde W =W (ql, e g q'") ¢ uma funcao que pode depender das coordenadas e das velocidades generalizadas.
Nesse caso, (45.206) fica

d (0 0

—|==Z)-—Z% =0, j=1,...,n, 45.211

dt(f)(ﬂ ) g7 ST e (45.211)
onde, aqui, .2 :=T(q", ..., ¢, ¢*, ..., ¢") = W(q", ..., ¢, ¢', ..., ¢"). Assim, as equagdes de Euler-Lagrange

usuais também aplicam-se nesse caso e, portanto, também o Principio de Hamilton. A fungao W é por vezes denominada
(inadequadamente) “potencial’ ou, “potencial generalizado”. Uma situagdo como essa ocorre no tratamento das forgas
de Lorentz do Eletromagnetismo, como veremos adiante.
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e As equacgoes de Euler-Lagrange para forcas conservativas sob vinculos holonémicos

No caso em que as forgas nao conservativas nao estao presentes o que temos em (45.209) sio as equagoes de Euler-
Lagrange para sistemas com vinculos holonomicos, que apresentamos anteriormente em (45.187), pagina 2598. Assim, o
Principio de D’Alembert fornece um caminho alternativo para deduzir essas equagoes. Consequentemente, vale também o
Principio de Hamilton nesse caso. De fato, sob essas circunstancias, o Principio de D’Alembert e o Principio de Hamilton
sdo equivalentes. Para mais a respeito dessa equivaléncia, vide [22].

e Invariancia das equagoes de Euler-Lagrange generalizadas

Um ponto muito importante a ser destacado é que as equagoes de Euler-Lagrange generalizadas, na forma (45.205)
ou (45.209), sdo covariantes por mudangas de sistemas de coordenadas em ¥'.

Consideremos novas coordenadas @', ..., Q" em ¥, com a mudanca de coordenadas (¢!, ..., ¢") — (Q, ..., Q")
sendo suave e bijetora. Defina-se ﬁQ, 0, t) = E(q(Q, t), ¢(Q, Q, t), t) o Lagrangiano expresso no novo sistema
de coordenadas. Repetindo o mesmo procedimento que nos conduziu a (45.182), pdgina 2596, obtemos também aqui a
igualdade

4oL 02 (407 07 Q"
dt 9¢7  O¢7 = dtoQk  0Qk | og7 '

para todo j € {1, ..., n}. Para as forcas generalizadas G ou H; temos, porém, usando mais uma vez a regra da cadeia,

Lo 0F T I "L 0Qk
H]:Z;F’n'f):f:;ﬂ' v Q}:ZH&

v ko
k=1 oQ* dg? k=1 o7
onde .
PN L L, O
Hj = F- -
i=1 Q!
Assim, assumindo (45.209),
a0 9 " [(d07 o7\ - |oQ
0= |z |s5Y%)-—=%|—-H = —— = — Hy| —.
[at ((9117 ) g } J ; [(dt Q" 0@k> ’C] a7
Como a matriz Jacobiana, de elementos de matriz %2;, é inversivel, segue que
407 0% -
— = Hy
dt 9Qk  OQF
para todo k =1, ..., n. Isso demonstra a afirmagao sobre a covariancia de (45.209).

e Simetrias do Lagrangiano e invariancia das equagoes de Euler-Lagrange

As equagoes de Euler-Lagrange na forma (45.187) sao invariantes por um tipo de transformaciao do Lagrangiano que,
por exemplo, abordaremos quando tratarmos da forga de Lorentz. A transformagéao a que nos referimos é a transformacao

2(q 0 1) > L(a 0. 1)+ whla), 1), (45.212)

onde ao Lagrangiano é acrescentada uma fungao que é uma derivada temporal total de uma fungao dependente do tempo.

ts
A maneira mais simples de entender essa invariancia ¢ observar que a integral de acao S = 3((14 q, t) dt, calculada

2

em uma curva [ty, t2] 3t — ¢(t), com extremos fixos ¢(t1) e g(t2), respectivamente, ¢ transformada para

ta
S = [ 20 q 0+ hatt). ) = hlatt). 1)
Jta

Quando considerarmos variagoes da ac¢io por variacoes q(t) — q(t) + dq(t) com dq(t1) = dq(t2) = 0 a variagdo do termo
h(q(ts), t2) — h(q(tl), tl) é nula, pois os pontos ¢(t1) e g(t2) sao fixados na variagao das curvas. Assim, as equagoes de
Euler-Lagrange para ambos os Lagrangianos sao as mesmas.
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Outra maneira, um pouco mais geral, de ver isso envolve escrever explicitamente %h(q(f,), t)< Para o caso de n
coordenadas generalizadas independentes ¢!, ..., ¢", temos

oh ;
7;L § dq] (alt), )@ (t) + ()t( q(t), t) . (45.213)
Assim,

oo (a0, 1)) = Jtato. o

e, pela regra da cadeia,

4 G (a0, 0)) = 5 (Gt 0) - Za‘“ D00+ (a0, ). @521

g 0q

Por outro lado, temos também por (45.213), que

d (d 0% ; h

— | —=h(q(?), t = ———(q(t), t)¢’ (¢ ——(q(t), t) . 45.21

oo (Gt 0) 3= i 60 PO+ 5 00, ) (15.215)
Comparando (45.214) a (45.215) vemos que para todo k=1, ..., n, vale

d (0 (dh 9 (dh\ 0
dt \ 9g¢k \ dt gk \dt )
provando novamente que a transformagao (45.212) nao altera as equagoes de movimento. Nesse sentido ela é considerada

uma transformacao de simetria do Lagrangiano.

Observe-se que esse segundo argumento aplica-se também a equagoes como (45.209), para forcas generalizadas nao
conservativas, quando principios variacionais nao necessariamente podem ser aplicados.

45.5.4.1 Particula Carregada em um Campo Eletromagnético. A Forca de Lorentz

Vamos agora apresentar uma das mais importantes consequéncias das expressoes (45.210) e (45.211), pagina 2602, a
saber, a descri¢ao dentro do formalismo Lagrangiano das equagoes de movimento de uma particula carregada movendo-
se em um campo eletromagnético. As consequéncias do que apresentaremos estendem-se a Teoria da Relatividade e a
Mecanica Quantica. No que segue usaremos o sistema de unidades SI%? e sistemas de coordenadas Cartesianas em R3.

E um fato bem sabido do Eletromagnetismo (vide, e.g., [247]) que o campo elétrico IE e o campo magnético podem
ser expressos em termos do potencial elétrico ¢ e do potencial vetor A = (A1, A, As), na forma

= —Vp— = B=VxA. 45.21
Vo = v x (45.216)

Outro fato bem sabido do Eletromagnetismo é que se considerarmos um ponto material de carga elétrica e em um
campo eletromagnético seu movimento sera sujeito a uma forca, dita forca de LorentZ%* dada por:

F=e(BE+7xB).
Trata-se de uma forga dependente da velocidade ¥ do ponto material. Expressando essa forga diretamente em termos de
¢ e A, temos
- = A -
F——c(Vo+ o —ox (Vxa)).
ot
Vamos agora escrever isso em termos mais convenientes para nossos propésitos. Para a i-ésima componente, temos

) 2
e + ;15”“1] V X A)

F, = —e

62Sistema Internacional de Unidades.
%3Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
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A,
Agora, (V X A Z EklmT Assim,

l,m=1

99
oxt * ot

0Am
F, = —e Vi el

G k=11,m=1

3
Segundo (4.7), pagina 297, vale a identidade Zﬂﬂcfklm = 0it0jm — Oim0ji. Assim,
k=1

¢ 0A; 2 A
F, = —e (‘):1:’+ N Z (6il5]77175Lr1L5Jl) i 5l

g, l,m=1

3 5. 9A,
= —e dzL f ZU’@ a gvjaz]

0 JA; =
= —e|—(¢—-v-A L (T-V)A; ) .
e((’)zl (¢ ¢ ) o V) )
7% 0
A= —((U-A) = —(0-A-9),
dv; (U ) v, (?Y ¢)
sendo que na dltima igualdade usamos o fato de ¢ ser independe de ¢. Portanto,
JA

L4 (5-V - (2 9 (5.A_
o +(7-V)4; = (dt+@ v) <£(L A ¢))

d (9
-4 <8—v?(v~A—¢)> .
5 T U V com a derivada total ;- Justifique! Dessa forma, concluimos que
d (0 . 0 -
F, = a (anle(qbf?wA)) - %6(071 <A) .

Vemos aqui que F; ¢ uma forga generalizada do tipo expresso em (45.210), pagina 2602, com um potencial generalizado,
denominado potencial de Lorentz,

Agora,

Acima, identificamos o operador 2

W= e(qﬁfﬁA). (45.217)

Seguindo as consequéncias apontadas em (45.211), vemos que a equagao de movimento para a for¢a de Lorentz ¢ uma
equagao de Euler-Lagrange com um Lagrangiano

L@E T =T-W =

So1* - e(o@ 1) - 7-a( 1)) , (45.218)
com T sendo a energia cinética.

Comentamos ainda que sabemos pela Teoria da Relatividade Especial que a expressdo ¢ — ¥ - A é um invariante
relativistico: é a contragao do quadrivetor velocidade (¢, ¥) com o quadrivetor potencial eletromagnético ( L, A\) E
natural, portanto, que essa expressao surja como potencial generalizado, mesmo no contexto nao relativistico.

e Invariancia por transformacoes de calibre

As relagoes (45.216) gozam de uma importante propriedade. Seja A = A(Z, t) uma fungio ao menos duas vezes
continuamente diferenciavel. Se simultaneamente substituirmos

A .
¢ﬁ¢7‘l e A= A+VA
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os campos [E e B permanecem inalterados.

As transformacoes acima sio denominadas transformacées de calibre®* ou transformagées de gauge. Como os campos
E e B sao fisicamente observaveis, essas transformacoes sao interpretadas como transformagoes de simetria do Eletro-
magnetismo.

Podemos nos perguntar: como o potencial de Lorentz (45.217) se transforma por essas transformagoes? Um simples
computo mostra que a transformagao é

, g 0 d
W = W+ |T-V(eA) + - (eA) ] = W+ —(eA).
ot dt
Assim, a transformagiao para W e, portanto, para o Lagrangiano (45.218), corresponde ao acréscimo de uma derivada
temporal total. Ora, como elucidamos quando discutimos transformacoes de simetria do Lagrangiano a pagina 2603, esse
tipo de transformagao é uma simetria do Lagrangiano, por manter invariantes as equagoes de movimento.
Assim, vemos que as duas transformagoes lindamente se encaixam para produzir uma transformagao de simetria do
campo eletromagnético e do sistema mecanico a ele acoplado. Essa observagao é de grande profundidade e estd na base
de importantes desenvolvimentos da Teoria Quantica de Campos e da Fisica das Particulas Elementares.

45.5.5 Sistemas de Coordenadas Nao Inerciais no Formalismo Lagrangi-
ano

Uma das virtudes do formalismo Lagrangiano ¢ permitir lidar no mesmo pé de igualdade com sistemas de referéncia
inerciais e nao inerciais, e num nivel de generalidade ainda maior que aquele tratado na Se¢ao 45.1, pagina 2539. Isso se
deve a invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudangas de coordenadas, da qual tratamos acima, invariancia
essa véalida mesmo em se tratando de coordenadas dependentes do tempo, como vimos.

Essa invariancia da formulagao das equagoes da Mecénica Classica por transformagoes gerais de sistemas de referéncia,
e que coloca sistemas de referéncia inerciais e nao inerciais em pé de igualdade, é uma importante inspiragao para a Teoria
da Relatividade Geral.

No que segue mostraremos que as equagoes dinamicas em um sistema de referéncia nao inercial especifico, do tipo
considerado na Secao 45.1, que gira e desloca-se em relagdo a um sistema inercial, podem ser obtidas com uso da
invariancia estabelecida acima por mudangas de coordenadas dependentes do tempo.

Seja uma colegao de n pontos materiais de massa m;, i € {1, ..., n}, movendo-se em um sistema de referéncia
inercial sob a acdo de um potencial U. Em coordenadas Cartesianas ¢; € R?, seu Lagrangiano é dado por

n

200 t) = Y Bl U g )

i=1
As correspondentes equagdes de Euler-Lagrange sao m,(f, = 7gradlU(q”1, coey s t). (Nota: aqui e adiante grad,;
refere-se ao gradiente em relagao as coordenadas espaciais do i-ésimo ponto material).

No espirito da Segao 45.1, pagina 2539, e usando a mesma notacao, consideremos novas coordenadas Q: € R3,
i€ {1, ..., n}, definidas por

Qi:Q7((ﬁt)ER;1((E* s ie{l, ..., n},
com R; € SO(3). Como em (45.35), pagina 2547, teremos
i) = R, [ﬁt x Q) +Gt)| +éx . (45.219)
Assim, definindo também
V(le oy G, t) = U(RIQI +G, ey RQy+ 8, t) (45.220)

64 A expressdo provém de Hermann Weyl (1885-1955) e originalmente denominavam outras transformagdes similares encontradas em conexdes
em variedades diferencidveis. Vide Secao 34.2.3.4, pagina 1768.
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temos

- - IN 12 -
Gx Gt Qo BE| - V(@ s G t)

2Q Q1) = ;3m
i=1

+QP + &

n
E m; {
i=1

|ﬁr X Qz

N

28 x G) - Qi +2(8 x G1) - (B1E) +zc§i<(Rglé,)] V(@1 s G 1),

que pode ser reescrito como

7@. Q1) = ;Zm{u@uz +2Gi- ((R;‘é:) + G x Qx)
i=1

+ Hfz[ x QiHZ +2((R;‘a) x ﬁ,) G |El’ - v(@r, oy Gun t) . (45.221)

Além de reordenar os termos, colocando juntos na primeira linha os termos dependentes de (), usamos também a
identidade (4.13), pdgina 298, em dois dos termos.

Com a expressao para .Z estabelecida, podemos obter as correspondentes equagdes de Euler-Lagrange. Isso ¢ obtido
no exercicio que segue:

E. 45.25 Ezercicio. Para o Lagrangiano .Z dado em (45.221), obtenha:

07 . e e .
pas = ™ (O + (R'6)"+ (@ x 3)7) e
2 z i S\ LG 2he (G AN (G| OV
= - mt[((Q. + (R75)) x a) +[57Q¢ — (8. @) () ] - 20
= my |:(Q, + (R,’la)) x Oy — Gy x (ﬁ¢ X QL):| - % .
Acima, i € {1, ..., n} mas a € {1, 2, 3}. Mostre disso que as equacdes de Euler-Lagrange sdo (em notacéo vetorial):
miGi = mi| — R\E — %(Rf')é; Gy x Gi— G x Qi+ (é + (R[la)) x & — G, x (0 x Q,)} —grad,V,  (45.222)
parai € {1, ..., n}. £
Usando o fato que Ry (R; ") + (4 R;) Ry ' = 0 e, portanto, 4 (R; ") = —R; ' (4 R;) R;", temos por (45.34) que
d . . . 4534 = .
~S(EE = RORETG Y G, x (RE)

Com isso, dois dos termos em (45.222) cancelam-se e obtemos,
mﬂ}, = m;| — R;lét —, x Qi — 20, x Q, — 0 x (Q,, X Q}) —grad,;V,

para i € {1, ..., n}. Como o leitor pode facilmente constatar, o termo entre [- - -] contém todas as aceleragdes inerciais
identificadas em (45.38), pagina 2547, e discutidas nas paginas subsequentes aquela.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 45 2608,/2825

O termo grad;V corresponde as forgas reais, internas e externas ao sistema de pontos materiais, que agem sobre o
i-ésimo deles. As componentes de grad;V sao

ov 0 = =L - e, "
o = @U(R,Ql $E, . RO, + G, t) = (RL lgradiU) (Gorooer G 1)
Verifique! Como m,if,, = —grad,;U, concluimos que —grad,V = R, l(mlz}i) e, assim
miQ; = Rfl(mﬂ-]‘-‘,) +mi| — Ry — Gy x Gy — 20, x @5 — Oy x (Q‘ﬁ X Q,)] , (45.223)
para i € {1, ..., n}. Essa relagao ¢ idéntica a (45.38).

O ponto relevante por tréas de tudo isso ¢é a constatagao que fizemos acima de que o Lagrangiano Z realmente descreve
o sistema de pontos materiais sob o ponto de vista de um sistema de referéncia nao inercial, como aquele considerado,
com as novas coordenadas dadas por Q =R, 1((? - Zﬁ), na qual passamos de um sistema Cartesiano de coordenadas a
outro sistema Cartesiano, mas que gira e se desloca em relagao ao primeiro.

Vemos nisso mais uma virtude de formalismo Lagrangiano: o de colocar num mesmo pé de igualdade sistemas
inerciais e nao inerciais. Essa virtude é consequéncia direta da invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudangas
de sistemas de coordenadas, mesmo as dependentes do tempo.

Note-se que essa invariancia nao se limita & classe de transformacoes que consideramos em Q Ry ( - q) na qual
passamos de um sistema Cartesiano de coordenadas a outro sistema Cartesiano, mas que gira e se desloca em relagao
ao primeiro. Ela vale, como provamos acima, para quaisquer transformagoes de coordenadas, mesmo as dependentes do
tempo.

45.5.5.1 Uma Constante de Movimento

Consideremos uma situacao na qual Q; = € seja constante e ¢; = 0. Adicionalmente, consideremos a situagao na qual o
potencial U(qi, ..., Gn, t) seja independente de ¢ e satisfaga a condigao de invaridncia rotacional

U(Rii. ... R@) = Ul ... @)

para todo R € SO(3). Sob essas condigoes o potencial V' definido em (45.220), pagina 2606, também néo é explicitamente
dependente do tempo.

Sob essas hip6teses, o Lagrangiano (45.221), pdgina 2607, assume a forma

Z(Q. Q) ZW[W (12 +2G - (Q x G; ) + HQ x QH V(G ..., @) (45.224)

Trata-se de um Lagrangiano de um sistema autonomo e sabemos, pelos resultados discutidos em (45.176), pagina 2594
e (45.236), pagina 2612 que a quantidade

Cm = ZZ 70@ Q Q) - 2. Q) (45.225)

j=1a=1

L
i)

S 1

é uma constante de movimento. Aqui, ( ?, Q‘}) sao as componentes de Q;. Um cdlculo explicito mostra que

[laxaf

+V (G, ey Gn) - (45.226)

E instrutivo expressar €, de volta em termos das coordenadas do sistema inercial original. Escrevendo Q = R; 'w,

Qi=R;'§,i=1, ..., n, e reescrevendo (45.219) na forma §;(t) = [C) x i (t) + Rt(jl(t)], i=1, ..., n, 0 que permite
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escrever Q;(t) = R; [l(t)—ujxqﬂ(t)},zzl. , n, temos
. I D N o o
= 33omli-axal - foxal ]+ v .. q)
i—1
1< . .
= §ZWL,|:H(EH272¢Z-<QX(E) YU, - os @)
i—1

1 SN2 o S A . -
= = mi||qGl|” — - mi@; X @i | +U(G, -y @) - (45.227)
2
i=1 i=1
A soma do primeiro e do terceiro termos produzem a energia mecénica do sistema de n pontos materiais. O segundo
termo é @ - l com { sendo o momento angular total em relagao a origem do sistema de n pontos materiais.

A conservagao de €, pode ser explicada pela conservagao da energia mecanica e pela conservagao do momento angular
total do sistema de n pontos materiais, fato esse devido & invariancia rotacional do potencial U. Vide para tal discussao
sobre o Teorema de Noether na Se¢ao 45.6, pagina 2611, em particular, o Exemplo 45.7, pagina 2616.

Comentdrio. Chegarfamos as mesmas conclusdes sobre a conservagao da quantidade & - (z:‘zl mid; X q:) se supuséssemos para U apenas a
propriedade de invariancia por rotagdes em torno do eixo definido por &. Vide a discussdo do Exemplo 45.7, pagina 2616. L)

Essa discussao terd relevancia quando apresentarmos a chamada integral de Jacobi na nossa discussao do problema
de trés corpos restrito da Secao 46.3.3, pagina 2680.

45.5.6 O Formalismo Lagrangiano em Sistemas Nao Auténomos

Sistemas auténomos e nao autéonomos foram definidos a pagina 2594. Vamos aqui mostrar que sistemas nao auténomos
podem ser transformados em auténomos por meio de um truque que aumenta de 1 a dimensao do espago de configuragoes.
Esse fato é relevante em certas consideragoes tedricas e serd usado em nossa discussio sobre o Teorema de Noether na
Segao 45.6, pagina 2611.

O primeiro passo para tal é estudar a transformacdo de um Lagrangiano e das equagoes de Euler-Lagrange sob
reparametrizacoes do tempo.

e Transformagao de um Lagrangiano por reparametrizagées do tempo

Se realizarmos na integral de acdo (45.169) uma mudanca de varidveis, escrevendo ¢t = f(f), onde f: R — R é uma
fungao bijetora, diferencidvel e com inversa diferencidvel (ou seja, ¢ um difeomorfismo de R sobre si mesmo), teremos

) = /t DLt (1), 4y (1)) di = /t 20,0, 4,0) d, (45.228)
onde Lo
2, 7,0, 1,0) = z(f(?), 7,0, ‘j,ff;) . (15.229)

sendo 1 1= f1(t1), Ta == f ' (ta) ©

7,0 = ¢(f®). 40 0 Eqw(f(f)) = ¢(f@)ra . (45.230)
O principio de Hamilton afirma, assim, a validade das equagdes de Euler-Lagrange na forma
0L — 07 - . = o
% (() (% q(), (t))> o7 —(t, q(?), (t)) =0, i=1...,n. (45.231)
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Apesar de 6bvia (se considerarmos a independéncia do Principio de Hamilton com a particular parametrizacao das
trajetérias), é instrutivo constatarmos a equivaléncia de (45.231) as equagdes de Euler-Lagrange originais. Usando
(45.229), (45.230) e as equagoes de Euler-Lagrange originais, temos

0L
aq

0L
aq

(701 7) = r@55 (1030, 50 = OG5 aw. i)

wer-Lagrange s o @
Euler-Lagrang Vo=

0L
dt

_d s 9 ([ o 4 A7,
- [f s (# (1. 70, m))] -2 (6# (i 70, qu») ,

coincidindo com (45.231), como esperado, e confirmando a consisténcia de (45.231) com as equagoes de Euler-Lagrange
originais.

e Convertendo sistemas nao auténomos em sistemas auténomos

Seja um sistema nao autoénomo definido por uma Lagrangiana f(t, q(t), 4(t)), sendo o espago de configuragdes uma
variedade n-dimensional M e (q(t), ¢(t)) € TM. Afirmamos que esse sistema é equivalente ao sistema auténomo definido
na variedade (n + 2)-dimensional R? x M cuja Lagrangiana é

> . . 1(t . .
Pl a0, 101, 40, A0) = 2 (70 a0, L3 ) +0 + 00 - 1) (45.232)
Aqui foram introduzidas duas novas coordenadas: 7 ¢ A. O truque consiste em substituir-se a dependéncia explicita de
£ com o tempo ¢ por uma nova coordenada 7 € R que fazemos depender do tempo. O primeiro termo em (45.232)
¢é inspirado em (45.229) e na ideia que o mapa t — 7(t) deve ser, ao menos localmente, um difeomorfismo. O papel
do segundo termo A(t)(#(t) — 1) é similar ao de um multiplicador de Lagrange (vide e.g., [101]): ele presta-se a impor
7(t) = 1, ou seja, 7(t) =t (a menos de uma constante aditiva), fazendo, portanto, que 7(t) e ¢ coincidam. Vide adiante.

Apesar dessas consideragdes ¢ necessirio realmente provar que o sistema autoénomo (n + 2)-dimensional descrito
pelo Lagrangiano (45.232) equivale ao sistema ndo auténomo descrito por .. Para tal, obtenhamos as equagdes de
Euler-Lagrange associadas a ., que sao as equagoes Euler-Lagrange associadas as coordenadas A, ¢, i =1, ..., ne 7.

1. Como néo ocorre dependéncia na derivada A no Lagrangiano de (45.232), as equagoes de Euler-Lagrange para essa
varidvel reduzem-se a % =0, ou seja, 7(t) — 1 = 0. Assim, vemos que essa equagao impoes que 7(t) =t + k, com
k sendo uma constante (que pode ser fixada a 0 por condigdes iniciais).

II. Para as coordenadas ¢*, ¢ = 1, ..., n, temos as equagoes de Euler-Lagrange %g“g— ‘éf = 0. Agora, g‘f =
% (T(z‘,), q(1), %) e gg: LZ}}({ (‘r(z‘,), q(t), %) 7(t). Verifique! Assim, as equagdes de Euler-Lagrange assumem
a forma
d 0L q(t) 0L q(t)\ . .
— ), - = =0, i=1,...,n. 45.23:
G5 (v a0 B8) - 5E (v a0, D)0 =00 n (15.233)
Note-se que para 7(t) =t (7(t) = 1), isso reduz-se a
d oz 0L
St q(t), () — == (t, q(b), §(t) = i=1...,n, 45.234
g b a0, (0) = G (6 a0 ) = 0. i =L (15.231)

que sao as equagoes de Euler-Lagrange originais.
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II. Para a coordenada 7, temos a equacao de Euler-Lagrange

oo d0Z o7
T dt o7 or
(00 (0N (e w 10Y a2 (e e, 1O £
- dt( > o (70 a0, 25) + 2 (w00 a0, T-(t))“(‘)) o (. a0, 25 70

Agora, pela regra da cadeia,

42 (70 a0, L9 = S (0, a0 L3 510

+3[5Z (r0. a0 L) 0+ 2% (v, a0, 24) 220

i=1

Verifique! Substituindo isso de volta no lado direito de (45.235), temos, apds alguns cancelamentos evidentes,

_ " () do% q(t) 0y i) )
0= -5 [ (0 a0 5 ) +rogg (0 a0, B5) o,

Verifique! Pela relagao (45.233), os termos entre |- - - ], acima, sio nulos e, portanto, a equagao reduz-se a A(t) = 0,
implicando que A é meramente uma constante.

Com isso, vemos que as equacoes de Euler-Lagrange do sistema nao auténomo original sao recuperadas, provando o
g
que desejdvamos.

Adiante, na Se¢ao 45.6.3, pdgina 2618, faremos uso do tratamento acima para estudar uma transformagao de simetria
que ocorre em certos sistemas mecanicos especiais, denominada similitude mecanica.

45.6 O Formalismo Lagrangiano. Simetrias Continuas e Leis
de Conservagao. O Teorema de Noether

Um dos entendimentos fundamentais da fisica teérica do século XX foi o da existéncia de uma relagio entre certas leis
de conservagao, como da energia, do momento angular e do momento linear, e certas simetrias continuas presentes nos
sistemas fisicos considerados. Esse resultado foi demonstrado pela matemética Emmy Noether®® em 191856, Nesta secio
demonstraremos o Teorema de Noether para o caso de sistemas mecéanicos com finitos graus de liberdade descritos pelo
formalismo Lagrangiano. Generalizagoes para Teorias Cldssicas de Campos (e.g., o Eletromagnetismo) também existem
e podem ser encontradas em quaisquer bons livros sobre o tema (para um tratamento matematico, vide [2]). Para uma
extensdo ao contexto de Teorias Quanticas de Campos vide [76].

O resultado de Noether é geral, no sentido que envolve qualquer sistema descrito por um principio variacional (de
segunda ordem, ao menos) e para qualquer simetria continua desse sistema, no sentido a ser definido.

A apresentacao que faremos depende de uma defini¢do precisa da nogao de simetria e de simetrias continuas em
sistemas Lagrangianos e nos dedicaremos ao tema no que segue. Para um texto divulgativo da relevancia de simetrias
em Fisica e sobre o papel de Emmy Noether na elucidagao de sua relagao com leis de conservagdo, vide [34].

65 Amalie Emmy Noether (1882-1935).

66Referéncia original: Emmy Noether, “Invariante Variationsprobleme”, Nachr. d. Konig. Gesellsch. d. Wiss. zu Géttingen, Math-phys.
Klasse, 235-257 (1918). Uma tradugdo para o inglés pode ser encontrada em M. A. Tavel; Emmy Noether, “Invariant Variation Problems”.
https://arxiv.org/abs/physics /0503066
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Nota histdrica. A histéria por trds do trabalho de Noether sobre simetrias é deveras interessante e relaciona-se aos problemas surgidos no
processo de deducdo por Einstein”, das equagdes de campo que levam seu nome na Teoria da Relatividade Geral, processo esse essencialmente
encerrado em 1915. Naquele processo, um papel muito importante foi desempenhado pela lei de conservagao do tensor de energia-momento,
que parecia implicar em propriedades do tensor de curvatura® que eram desconhecidas de Einstein. Einstein procurou aconselhar-se com
David Hilbert® e Felix Klein™ a respeito, os quais, por sua vez, incluiram Emmy Noether na discussio. Foi em meio a isso que Noether
encontrou seu teorema, cuja relevancia foi celebrada por Einstein desde seu surgimento. Ironicamente, a peca que faltava na compreensao do
problema era a chamada segunda identidade de Bianchi™', ou identidade de Bianchi diferencial, do tensor de curvatura, que ja havia sido
descoberta”, mas era desconhecida de Einstein, Hilbert e Klein. Para uma discussdo histérica mais extensa, vide [374]. A identidade de
Bianchi é obtida na Segao 34.3.1, pagina 1778. Vide, em particular a Proposicao 34.9, pagina 1779. Vide também a Segao 34.3.5, pigina 1788,
para a conexao com as equagoes de Einstein.

O teorema descoberto por Noether contribuiu fortemente para colocar a nocao de simetria dentre os paradigmas da Fisica Teérica do
século XX.

Encerrando esta breve nota, vale dizer também que o trabalho de Noether teve por base (como mencionado por ela prépria no artigo
original) o trabalho de Sophus Lie™ sobre simetrias continuas em equagdes diferenciais. Uma boa referéncia sobre o tema é [369]. A nogio de
simetria continua foi introduzida pelo préprio Lie e deu origem & Teoria dos Grupos de Lie (assunto do Capitulo 22, pagina 1231).

i QN Ny

Nossa apresentacao do Teorema de Noether em sistemas mecanicos segue ideias de [22], demonstrando primeiramente
o teorema para o caso de sistemas autonomos para em seguida usar esse resultado para tratar do caso de sistemas nao
autonomos. Alguns detalhamentos adicionais e extensoes, porém, e uma correcao’, sio acrescentados.

Na pédgina 2627 revisitaremos o Teorema de Noether dentro do formalismo Hamiltoniano.

e Leis de conservagao em sistemas mecanicos. Casos simples

dt o' — oq
. J g 9L _ 3 . Anpis acoes de 20" o 0L 4
coordenadas, dlgf{lrlos ¢, seja t'al (!uc = 0, segue das proprias equages de Euler-Lagrange que a grandeza og ¢ uma
constante de movimento, ou seja, é conservada ao longo do movimento.

doL 9L _ g ;1
=0,72=1,

Seja um sistema Lagrangiano com equagoes de Euler-Lagrange ., n. Caso uma das

A existéncia de constantes de movimento é importante, primeiro pelo préprio significado fisico dela decorrente (como
exemplificam a conservagao de energia, a do momento linear e a do momento angular), mas também por auxiliar, em
certos casos, a resolucao das préprias equagoes de movimento.

Coordenadas para as quais tem-se % = 0 sdo denominadas coordenadas ciclicas. Elas se manifestam em diversos
sistemas mecanicos, por exemplo, no chamado piao de Lagrange, tratado nas Segoes 46.5 e 46.5.1, paginas 2694 e 2696,

respectivamente.

Em uma situagéo mais geral, a existéncia de constantes de movimento decorre da existéncia de transformacoes de
simetria’™, tema que passamos a discutir.

e A conservagao da energia mecénica

Em nossa apresentacao da identidade de Beltrami, relagao (45.176), pdgina 2594, concluimos que em sistemas
auténomos, ou seja, em sistemas nos quais o Lagrangiano .Z (q, q) nao depende explicitamente do tempo, a grandeza

u 0L
S ()57 (a®), 40) = Z(a®). a(®)) (45.236)
j=1
é uma constante de movimento. Mostremos que essa grandeza pode ser identificada com a energia mecéanica no caso de

sistemas mecanicos autonomos e conservativos.

Em uma situacao tipica o Lagrangiano é dado por .2 = T'— U, com T sendo a energia cinética e U a energia potencial

67 Albert Einstein (1879-1955).

68 Mais especificamente, do tensor de Einstein.

9David Hilbert (1862-1943).

7OFelix Christian Klein (1849-1925).

7 Luigi Bianchi (1856-1928).

72Luigi Bianchi, “Sui simboli a quattro indici e sulla curvatura di Riemann”, Rend. Acc. Naz. Lincei, 11 (5): 3-7 (1902).

73Marius Sophus Lie (1842-1899).

74Em nosso julgamento, a transformagio realizada em [22] de
inteiramente correta.

75 A existéncia de coordenadas ciclicas pode também ser consequéncia de transformagdes de simetria.

4 feita de forma

emas Lagrangianos ndo auténomos em auténomos nao
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do sistema, dependente apenas das coordenadas ¢!, ..., ¢". A energia cinética, por sua vez, é dada por uma forma
quadrdtica nas velocidades generalizadas, tal como vimos em (45.203)-(45.204), pagina 2601. Assim, a expressao (45.236)
pode ser escrita como

ZqJ(t)g—;(qw i) — Ta(), d(0)) + U (o)) -

Por ser uma forma quadréitica nas velocidades generalizadas, T(q(t), q(t)) é uma fungao homogénea de grau 2 nessas
varidveis e o Teorema de Euler sobre fun¢ées homogéneas, Teorema 21.13, pagina 1212, nos informa que

n

qu(t)ﬁ—;(q(z), i) = 2(a(t), d(t)) -

1

(Isso também pode ser verificado diretamente da referida expressao (45.203)).
Com isso, vemos que a grandeza conservada (45.236) coincide com 7'+ U, a energia mecanica do sistema considerado.
E interessante também considerar o caso de um sistema nio conservativo: o de uma particula carregada movendo-se
em um campo eletromagnético constante no tempo. Seu Lagrangiano é dado por (45.218), pagina 2605, com os potenciais
¢ e A independentes do tempo. Logo, nesse caso, a grandeza conservada indicada em (45.236) ¢

3

-0 . .

> v (T— *(¢7U<A)) —T4e(p—7-A) = T+es,
j=1 v

onde 7 = (v', v?, v*) é o vetor velocidade da particula. Assim, a grandeza conservada é T' + e¢¢ (também denominada

energia mecdanica da particula) e ela nao depende do potencial vetor A e, assim, nao depende do campo magnético

aplicado.

45.6.1 A Nocao de Transformacgao de Simetria
Vamos aqui apresentar algumas nogoes de transformacao de simetria de sistemas mecanicos. Uma delas serd empregada
na demonstragéo do ja mencionado Teorema de Noether, que relaciona transformagoes de simetria continuas a leis de

CONServagao.

e Transformagoes de simetria. O caso de sistemas auténomos

Seja um sistema mecanico com finitos graus de liberdade, a saber n € IN, e cujo espago de configuracoes seja uma
variedade n-dimensional suave M. Seja . : TM — R o Lagrangiano desse sistema mecanico.

Seja f : M — M um difeomorfismo de M. Dizemos que f é uma transformacao de simetria do sistema mecanico
considerado se houver uma constante nao nula A tal que

L(£(q), df(v)) = AZL(q, v), (45.237)

para todos (g, v) € TM. Acima, df é o pushforward (ou aplicagio diferencial, vide Se¢ao 33.2.4.1, pagina 1695) associado
n  oft

J
j=19g V"

a f no espago tangente a M. Em uma carta local de coordenadas, tem-se simplesmente (df (v))Z =y

Uma das principais razoes para se denominar os difeomorfismos satisfazendo (45.237) transformagées de simetria
reside no fato que tais difeomorfismos transformam solugoes das equagoes de movimento em outras solugdes das equagoes
de movimento.

Para vermos isso, seja ¢(t), t € R, uma solugao das equacoes de Euler-Lagrange associadas a .2

%%(qm, q(t)) — ‘éj’j (q(t), 4(t)) =0, i=1 ..., n. (45.238)

Vamos agora considerar a fungao R 3 ¢ — ¢(t) € M definida por

o(t) = £(q(t)) , (45.239)
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com ¢(t) sendo uma solugao de (45.238). Afirmamos que, por f ser uma transformagao de simetria, ¢ é igualmente uma
solugdo das equagdes de Euler-Lagrange (45.238), pois

at) = dt Zg)—qﬂ’ = df (4(t))

@

, portanto,

dos

( do¥ 0L
dt ot

8(), 9(0) ~ G (010). 60) = 5 5 (£(a(0). d8(d0)) - G (F(at0). a8 (d0))

(s.28m) [ dos

G a0, a0) - 52 @0, )] = 0. w210

para todo i = 1, ..., n, provando que ¢(¢) ¢ também solugio das Equagoes de Euler-Lagrange.

e Simetrias continuas

Seja {f“ MM, se ]R} um grupo continuo a um parametro de difeomorfismos de M, satisfazendo, portanto,
1 o £52 = £51752 para todos s1, s € R, e ainda f = id, o difeomorfismo identidade™

Dizemos que {f S M-oM, se ]R,} é um grupo continuo uniparamétrico de simetrias do sistema mecéanico conside-
rado se existir uma fungao A(s), com A(s) # 0 para todo s, tal que

L(£3(q), df*(v)) = A(s).L(q, v) (45.241)
para todo s € R e para todos (g, v) € TM.

Como facilmente se vé, a regra de composigao £51 of 2 = £51+52 implica A(s1+s2) = A(s1)A(s2) para todos s1, s2 € R.
Fora isso, o fato que f* = id implica que A(0) = 1. Como A deve ser continua (pois s — f* o é), concluimos que a
funcio A é da forma™”

A(s) = €7°,
para alguma constante v € R.

Se q(t), ¢t € R, ¢ uma solugdo das equagoes de Euler-Lagrange associadas a ., temos, pelo observado anteriormente,
que para cada s a fungo ¢ — £4(q(t)) = ¢*(t) é também das equagdes de Euler-Lagrange.

45.6.2 Simetrias Continuas com 7 = 0 e Leis de Conservagao

Aqui consideraremos o caso particular de transformacoes de simetria para as quais A(s) = 1 para todo s, ou seja, para
as quais v = 0. E nesse caso que transformacoes de simetria estao relacionadas a leis de conservacao. O caso v # 0 sera
retomado na Segao 45.6.4, pagina 2619 e no Exercicio E. 45.27, pagina 2619.

Pela hipétese de simetria (45.241) (com v = 0 e, portanto, para A(s) = 1), temos
Z(#°(1), $* (1) = Z(a(t), §(t)) = 0, (45.242)

pois £(¢°(t), ¢°() = :f(f’ (q(t)), af*® ((i(t))) a2 Z(q(t), 4(t)). Diferenciando ambos os lados de (45.242) em
relacao a s, obtemos

n {E)J
i=1 '

) 6°(1)) (%(q}s(t)f) + Z’f (¢%(t), ¢°(1)) (%(af(t))")} =0. (45.243)

Agora, por um lado, temos que
. i a9 (0
S t t — s
500 = 5 (5 0)
io para o que segue, que {f* : M — M, s € R} seja um grupo de difeomorfismos. Basta que se tenha

um grupo local de difeomorfismos, ou seja, que parametro s seja limitado a uma vizinhanca aberta de 0.
"TIsso é uma consequéncia facil de um teorema devido a Cauchy: a Proposigio 2.16, pagina 190.

76 Estritamente falando, nio é nece
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e por outro lado, temos que’™
0L, » 0 B
S, #0) = 5 (G50 F0) .

pelas equagoes de Euler-Lagrange (vide (45.240)). Substituindo esses fatos em (45.243), obtemos:

3 [Grwn b0 (Feo))« (5 (Greo vo)) (Feor)] -0

donde se conclui que

g(Z 260, 50) 5 (6 <t>))

e, portanto, que as quantidades

Na(s) = Na(s, t) = Zaz

v
i=1

(5°(), 8 (0) (6" ®)' (15.244)

s@o, para cada s, constantes de movimento (ou seja, independentes de ¢). Como para cada s a fungao ¢t — ¢°(t) € M
é uma possivel trajetéria do sistema (i.e., uma solugao das equagoes de Euler-Lagrange), podemos considerar apenas o
caso s = 0 e afirmar que para cada trajetéria a quantidade N, = Ny (0), ou seja,

T(t 1(t 45.245
Z 122 (40, ) (15.215)
é uma constante de movimento. Acima,
i D [ e i
Tit) = — (¢t =1
0= @) . =t
As quantidades p;(t) = %(q(t) q'(t)), i = 1, ..., n, sao denominadas momentos generalizados e desempenham

um papel especial no formalismo Hamiltoniano, como veremos na Secao 45.7, pagina 2620. Com eles podemos expressar
(45.245) na forma

= > Tt . (45.246)

Comentemos, por fim, que o lado direito de (45.244) (e, portanto, de (45.245) e (45.246)) é invariante por mudangas
locais de coordenadas em M. De fato, % ((/)5 (f)) ¢é claramente um elemento do espago tangente a M em ¢°(t), enquanto
que as derivadas parciais ‘?;g sao componentes de um covetor no mesmo ponto. Assim, o lado direito de (45.244) ¢ o

emparelhamento ( “pairing”) de um vetor com um covetor e, portanto, ¢ um invariante.

e Discussao de exemplos

Vejamos agora alguns exemplos bésicos de aplicagoes da lei de conservagao obtidas acima pela identificagao de simetrias
continuas de um sistema mecanico Lagrangiano.

Exemplo 45.5 Consideremos um sistema auténomo néo relativistico de n particulas movimentando-se em R®. Seja 7} € R?,
i =1, ..., n, o vetor posi¢do da i-ésima particula e seja ] , j = 1, 2, 3, a j-ésima componente desse vetor em um sistema
Cartesiano inercial. Claro estd que, neste caso, o espago de configuragdes ¢ M = R*". Consideremos o Lagrangiano

n

7 = Z’"" V@ E) = TS W L @) s

i=1 J=1

m\§

onde v} = @], onde m; > 0 é a massa da n-ésima particula e onde V ¢é o potencial.

"8E adequado aqui escrever as equages de Euler-Lagrange em termos de derivadas parciais em relagio a t, e nao em termos de derivadas
totais, devido a dependéncia adicional com o parametro s.
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Se V for independente da coordenada k de todos os vetores Z;, i = 1, ..., n, entao a aplicagdo
£ (z]) = ol +§*s (45.247)
i=1, ..., n,j =1, 2, 3, é um grupo a um parametro de difeomorfismos em M do tipo considerado e temos df"(vf) = vl

Assim, é elementar constatar (faga-o!) que a condigao de simetria (45.241) é satisfeita com A(s) =1 e a quantidade conservada
dada em (45.245) é, nesse caso,
" oy n .
N, = 2 aoF ;mlu .
Verifique! Vemos assim que se £ for invariante por translagoes na dire¢ao k a componente k do momento linear total do sistema
de particulas é conservada. ¢+

Exemplo 45.6 Considere a mesma situagio do Exemplo 45.5, mas com o potencial V dependendo apenas das diferencas &; — &,
para todos i # j. Entao, £ ¢é igualmente invariante para todos os difeomorfismos (45.247), para todos os indices k = 1,
resultando na conservac¢do do momento linear total P= >oim, mit;. Verifique!

Exemplo 45.7 Considere a mesma situagao do Exemplo 45.6, mas com o potencial V invariante por rotagdes em torno de um
certo eixo, isto é, tal que V(Rf], ey Rim,) = V(fl, in), i=1, ..., n, onde R € SO(3) representa uma rotagao por um
angulo arbitrério que em torno de um eixo que passa pela origem e é definido pelo vetor unitério 7 € R3.

Considere-se o difeomorfismo de M dado por f* (fl) = exp (sﬁ Dfi, onde™ exp (577 _T) representa o elemento de SO(3) que
corresponde a uma rotagio de s € R em torno do eixo definido pelo vetor unitario 7j € R®. Aqui Jj= (Jl, Ja2, J3) sao as matrizes
antissimétricas definidas em (45.6), pagina 2542, e que compdem os geradores infinitesimais do grupo SO(3). B fécil ver que
df® (171) = exp (sﬁ« Jﬁ)i“ i=1, ..., n, assim como que .Z ¢ invariante pela agao de f°.

E também fécil constatar que %ff (zl — ]) g 12 g 77 X &;. Assim, a correspondente quantidade conservada segundo

o Teorema de Noether é

0~

n
= Zmﬂﬁ,-(ﬁx ) “9 - (va% ><’l/;> .
i=1

Verifique!

Reconhecemos que a quantidade Y 7", m;#; x U; representa o vetor momento angular total do sistema (em relagao a origem
do sistema de coordenadas). Vemos assim que se .Z for invariante por rotagdes em torno de um eixo a componente do momento
angular total do sistema de particulas na direcao desse eixo é conservada. ¢

Mais adiante (Exemplo 45.8, pagina 2618) mostraremos que também a conservagao de energia estd associada a uma
simetria, a de translagoes temporais. Para isso, porém, precisamos estender nosso formalismo a sistemas nao auténomos.

e O caso de sistemas nao auténomos

Consideremos um Lagrangiano de um sistema nio auténomo com n graus de liberdade .2 (t, q(t), 4(t)), onde q(t) é
uma n-upla de coordenadas generalizadas ¢(t) = (ql(t), R (t)) Como antes, os pontos g do espago de configuragoes
compodem uma variedade diferenciavel n-dimensional que denotamos por M. O correspondente espaco de fases é T(M).

Como discutimos na Segao 45.5.6, pagina 2609, esse sistema equivale a um bibttmd aut()nomo com n + 1 graus de

liberdade descritos por coordenadas §(t) := (7(t), q'(t), ..., ¢"(t)) € R x M, sendo §°(t) = 7(t) e §'(t) = ¢'(t) para
i=1, ..., n, e regido pelo Lagrangiano (vide (45.232))

Tl A /\ .

Z(a, 40) = L(7(0), at), 40/FO)F0) + 5 (7)) =1)* (45.248)

onde A > 0 é uma constante em principio arbitrdria (um multiplicador de Lagrange). Nessa descrigao, o espago de
configuragoes ¢ a variedade (n + 1)-dimensional R x M e o correspondente espago de fases ¢ T(R x M) ~ R ® T(M).

Como se trata agora de um sistema auténomo (em uma dimensdo a mais no espago de configurages), aplica-se
0 Teorema de Noether na forma anteriormente tratada e, portanto, se houver um grupo continuo de difeomorfismos
{f‘q RxM— R x M} a um parametro que mantém . invariante, a quantidade

Npa = To(t)%((j(t) () +ZT’<t>g‘f (), () (45.249)
i=1

79Seguimos aqui o estudo do grupo SO(3) da Secdo 21.4.2, pagina 1121 e a correspondente notagio
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é uma constante de movimento, onde aqui ¢*(t) := £*(q(t)) sendo ainda

TH) = %(o”(t))’“ . k=0,1,....n.

=0

Agora, uma conta simples usando (45.248) mostra que

0L\ . <

S (a0, av) = (r(®), a(®), a@)/7(1) | +Z(r(t), a(t), 4(t)/7(t)) + A(F(H) - 1),

O . i) = ZZ(w, aw, d0/+0) -

Usando isso e o fato de que ao longo de uma trajetéria do sistema nao auténomo temos 7(t) = t, a expressao (45.249)
para Ny, reduz-se a

0L

Nuw = T°OL(t, alt), (1) + Z [T = ¢ (O] 5= (& a®), () - (45.250)
E. 45.26 Ezercicio importante. Verifique! &
Comentirio. Interessantemente, faga-se notar que (45.250) independe do multiplicador de Lagrange A, como dever-se-ia esperar. *

O caso de sistemas auténomos é um caso particular do caso acima. Isso pode ser visto considerando-se um difeomor-
fismo satisfazendo (a‘)‘*(‘r)) = 7 e tal que, agindo nas demais coordenadas, o Lagrangiano é mantido invariante. Para tal,
teremos YO(t) = 0 e vé-se facilmente que as expressdes para N, e N, coincidem (comparar (45.245) e (45.250)).

No Exemplo 45.8 analisaremos um outro difeomorfismo aplicdvel a sistemas auténomos e que conduz a conservagao
da energia mecanica.

e Enunciado do Teorema de Noether
Resumimos os resultados obtidos acima no seguinte enunciado:
Teorema 45.1 (Teorema de Noether) Considere-se um sistema mecdnico, nao necessariamente auténomo, descrito

em um espago de configuragoes n-dimensional M com um Lagrangiano £ (t, q(t), 4(t)). Considere-se o sistema mecinico
auténomo associado descrito no espago de configuragdes (n + 1)-dimensional R x M, com o Lagrangiano

Z(a). i) = 2(r(0). at), d0)/70)7(0) + A (+1) 1) . (45.251)

onde G= (1, ) E RxM. Seja f5: RxM — R xM, s € R, um grupo a um parametro de difeomorfismos que mantém
£ invariante:

Z(e (). ae i) = 2w, i) -
Entao, a quantidade

Now = TOOL (0, 4(0). 40) + [0 - @rw] 22 1 4, d) (45.252)

(sendo v’ = ¢'(t)), onde

oty O (s i e O (s P =
To(t) = as(f(()))s:(J e Ti) = %(f (q(t))) il
€ uma constante de movimento. [m]
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Na pédgina 2627 o Teorema de Noether é reapresentado dentro do formalismo Hamiltoniano.

e Invariancia por translagdes temporais e a conservagao da energia mecanica

Como ja antecipamos, a lei de conservagao de energia também pode ser abrangida pelo Teorema de Noether, ou seja,
é também decorréncia da invariancia do Lagrangiano por translagoes temporais.

Exemplo 45.8 Considere-se 0 mesmo sistema Lagrangiano descrito no Exercicio 45.5 pdgina 2615. Apesar de tratar-se de um
sistema auténomo, podemos proceder de forma idéntica ao nosso tratamento de sistemas nao auténomos, adicionando uma coor-
denada adicional T, passando ao Lagrangiano (45.248) (que, naturalmente, nao dependera de 7) e obtendo a grandeza conservada
(45.250).

Nesse caso, o difeomorfismo do espago de configuragoes R x M que mantém o Lagrangiano (45.248) invariante é £*(7) = 7+ s,
f’( ) =&, i=1, ..., n. BEsse difeomorfismo implementa translagdes temporais. Para esse difeomorfismo temos Y°(t) = 1 e
Ti(t) =0,i=1, ..., n. Com isso, a quantidade conservada (45.250) é dada por

n

Now = 2(F 0) = Y miti 5 = 3 D@+ V(@ o )

i1 i=1
Verifique! Como se vé, trata-se da energia mecénica do sistema.

Vemos assim que se .Z for independente do tempo, a energia mecanica do sistema é conservada como consequéncia da invariancia
por translagoes temporais. *

45.6.3 Similitude Mecanica
Propriedades de similitude — isto ¢, propriedades de invariancia de sistemas fisicos por mudangas de escala espaciais e
temporais — sdo usadas na Mecanica de Fluidos (nimero de Reynolds®®, em fluidos viscosos) e em dreas da Engenharia.

Aqui trataremos de duas das formas em que essas transformagoes ocorrem na Mecanica.

e Similitude nas equagoes de Euler

Considere-se as equagoes de Euler (45.121), pdgina 2575, que regem o movimento de um corpo rigido na auséncia de
torques externos. Se, para a > 0, constante, efetuarmos as transformagoes Qt — aﬁt et — a’lf,, a forma da equagao
(45.121) permanece invariante. Isso significa que se {3, é uma solugio de (45.121) a fungdo 3] := af3,—1, também &
solugdo de (45.121). Assim, novas solugoes de (45.121) podem ser obtidas de anteriores por meio um reescalonamento
do vetor velocidade angular instantanea intrinseco, acompanhado de um reescalonamento temporal adequado.

Essas mesmas consideragoes aplicam-se & forma (45.148)-(45.150), pagina 2584, das equagdes de Euler.

e Similitude em sistemas sob potenciais homogéneos

Aqui a apresentacao ¢ similar & da referéncia [288] e trata de uma simpética aplica¢ao das ideias que desenvolvemos
sobre a nogao de simetria de sistemas Lagrangianos.

Consideremos um sistema mecanico composto por p pontos materiais, definido em R®?, sob um potencial U(fl, BN f,,)
que seja uma fungao homogénea de grau x de suas coordenadas, ou seja, que satisfaga

U(B#, ..., B&,) = BrU(&, ..., &)

para todo 8 > 0. Um exemplo relevante é o potencial gravitacional de um sistema de p pontos materiais de massas m;,

i=1,...,p mam
- . _mimy
Uy, ..., &) = Z Hﬂ i
1<i<i<p 7
que ¢ uma fun¢do homogénea de grau £ = —1. Outro exemplo ¢ o potencial do oscilador harmoénico (com p = 1):

U(x) = %zQ, que é uma funcao homogénea de grau k = 2.

AN a?‘p) cRPev= (171, RN 17[,) ( fp) € R?. O Lagrangiano desse sistema sera
»
L(g, v) = Z’"Z U@, ..., &) (45.253)
i=1

890sborne Reynolds (1842-1912).
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Se para 3 > 0, constante, realizarmos simultaneamente as transformagoes 7; — BZ; (para todo i = 1, ..., n) e
t — B'7"/2t, 0 Lagrangiano se transformard como

L(g, v) = B"L(q, v) -
Vemos, dessa forma, que as transformagoes mencionadas sao uma espécie de transformacao de simetria, com as trans-

formagoes levando solugoes das equagoes de Euler-Lagrange para L£(g, v) em novas solucoes das equagoes de Euler-
Lagrange para o mesmo Lagrangiano. Assim, para uso posterior, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 45.3 Se (i’l(t), 'Zp(t)) € solugao das equagoes de movimento associadas ao Lagrangiano (45.253), com
U(#, ..., i’p) sendo uma fungao homogénea de grau r, entao (621 (ﬁl’””t)7 Zp (ﬁl"‘/zt)) também ¢é solugio
dessas mesmas equagoes. o

Esse fato tem algumas consequéncias. Se as solugoes Z(t) sao periddicas de perfodo T}, entdo as solugdes S7 (61’”/ 2t)
também sio periédicas de periodo Ty = S'%/2T}. Assim, se L; = maxyeo, 7y |(t)|| ¢ a maxima amplitude da solugao
(t), teremos que a maxima amplitude da solugdo B%(B1~"/2t) serd

Ly = (5| = 83(t)|| = BL1 -
2 = max |[AF(8%)| = max (|82 = ALy
Assim,
—r/2 2-k 2-k
! - L' (L) (L2)
o= e/t = (*) e, portanto, e — 45.254
1, L, P @y " @ (o250
H4 ao menos duas implicages relevantes de (45.254). Para a interagio gravitacional temos £ = —1 e (45.254) fica

(L) (L2)? -
= (45.255)

O leitor hé de reconhecer que essa relagio expressa o contetido da Terceira Lei de Kepler®, formulada em 1609 e que
teve enorme importancia nos desenvolvimentos posteriores da Teoria da Gravitagao. No caso de potenciais quadraticos,
como o do oscilador harmoénico simples, com k = 2, temos analogamente por (45.254),

T

T,

o0 que manifesta o fato bem conhecido®? da constancia do perfodo de oscilagdes harménicas quando sua amplitude varia.

Assim, entendemos que essas duas regras bem conhecidas, a Terceira Lei de Kepler e a constancia do periodo de
osciladores harménicos simples, sdo também consequéncias de principios de simetria (de similitude) associados a potenciais
homogeéneos.

45.6.4 Simetrias Continuas com v # 0

Vamos agora retornar ao tratamento de sistemas auténomos, considerando transformagoes de simetria com v > 0. Aqui
vale

L (1), () — L(a(t), i) = 0. (45.256)

E. 45.27 Ezercicio. Procedendo como no caso v = 0, mostre usando (45.256) que

% (Z %(«/ﬁ(t), f('/))%(@s(t))') = 12 (5°(1), $°(1)) - (45.257)

81 Johannes Kepler (1571-1630).
82Desde observagio empirica de Galilei da oscilagio de candelabros da Catedral de Pisa, em 1581.
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Para s = 0, em particular, tem-se

d (& 2oL
— Tt t), q(t = 72 (q(t), 4(t)) , 45.258
7 (; ()5 (a(®), d( ))) 72 (a(t), dq(t)) (45.258)
que ndo é uma lei de conservagdo, mas uma identidade satisfeita pelas solugdes. Vide Exercicio E. 45.28, abaixo, para um exemplo.
Retornando a (45.257) e usando (45.256) no lado direito obtenha
010 (e N4
ot | ds ¥ vt

i=1

(6" (0), ds‘(z))%(wz))’)] -0, (45.259)
que afirma que as quantidades

M(s) = % <67‘ 2

n

¥ 0 s

i=1

f(df(t), q‘b“(t))%(qb"(t))’) -9 <6%Na<s, t)) (45.260)

s3o, para cada s, constantes de movimento. Observe-se que essa afirma¢do pode n3o ser trivial, pois a constancia de Na(s, t) com t sé
foi demonstrada no caso v = 0.

Derivando (45.260) em relagdo a ¢ e usando que % = 0, mostre que
ag)\ia (s, t) = v F(t), (45.261)

com F em principio arbitrdria. Mostre que a integracdo de (45.261) informa que Na(s, t) = ve"*G(t) + H(s), onde G é uma primitiva
de F' e H satisfazendo 2 (< /SH(.s')) = M(s). Assim, H(s) = ve?*M(s), sendo M uma primitiva de M. Conclua disso que
Na(s, t) =ve"*(G(t) + M(s)). "

E. 45.28 Egzercicio. Considere o caso do oscilador harménico unidimensional, com Lagrangiano .% (q(t), 4(t)) = %4(t)* — 5q(t)?,

sendo i > 0 e k > 0, constantes. Constate que as transformacdes £*(¢q) = ¢ sdo transformacdes de simetria com v = 2av.

Verifique que (45.258) consiste na afirmac¢do que

m% (a(t)d()) + kq(t)> — mg(t)* = 0. (45.262)
Usando a equagdo de movimento my(t) = —kq(t) constate a veracidade de (45.262). Mostre também que Na(s, t) = %Ze " q(t)4(t),
que ndo é uma constante de movimento nesse caso (nem deveria necessariamente ser, pois aqui 7y # 0).

Constate que, nesse caso, a quantidade M(s) dada em (45.260) é identicamente nula, trivializando assim sua lei de conservagdo. ¥

45.7 O Formalismo Hamiltoniano

Além do formalismo Newtoniano, normalmente apresentado em cursos introdutérios de Fisica, e do formalismo Lagrangi-
ano que resumimos acima, a Mecanica Cldssica possui outras formulagoes que podem apresentar vantagens no tratamento
de questoes tedricas ou aplicadas. O chamado formalismo Hamiltoniano é de particular importancia, entre outras razoes,
por trazer a Mecanica Cldssica mais préximo da formulacao operatorial da Mecanica Quéantica. A ele dedicamos a segao
que aqui se inicia.

o Momentos generalizados

Consideremos o Lagrangiano f(ql, PO L LR t) de um sistema mecéanico com n graus de liberdade,
descrito por coordenadas generalizadas ¢ = (ql, ey q”) e velocidades generalizadas ¢ = (ql, ey q") e eventualmente

do tempo t. As correspondentes equagoes de Euler-Lagrange, que regem a dinamica desse sistema mecanico, sao
do¥ 0%

— - = =1, ... . 45.21
@07 o0 0, i R .n (45.263)

Os chamados momentos generalizados sao definidos por

o (¢" ..., q™ @' .. t) . (45.264)

pi =
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Cada momento generalizado p; ¢, naturalmente, uma fungdo de g, de ¢ e de t: p; = pi(q', ..., ¢", ¢*, ..., ¢", ).
Denotamos também p = (z)h ey pn)A Com essa defini¢ao, as equagoes de Euler-Lagrange ficam

R 0L .

pi = o i=1,...,n. (45.265)

Um ponto importante, e que é bésico para o formalismo Hamiltoniano que desenvolveremos, é a suposi¢ao que essas
fungoes sejam inversiveis, no sentido de que possamos escrever as velocidades generalizadas ¢* em termos das coordenadas
q e dos momentos generalizados p e, eventualmente, do tempo: ¢’ = ¢’ (ql7 ey @ P1y ey D t)4 Como ¢ bem sabido,
i _ %L
2§ T 98¢0
com i, j € {1, ..., n}, seja nao nulo. Assumiremos implicitamente a validade dessa condi¢ao em tudo o que segue, salvo
mengao em contrdrio. Com isso, ¢ implicito que as coordenadas generalizadas (ql, AN q”) e os momentos generalizados
(ph cey pn) sao entendidas como independentes na descri¢ao de um sistema mecéanico pelo formalismo Hamiltoniano.

a condicao para que tal seja possivel é a de que o determinante da matriz Jacobiana, de elementos de matriz

Sistemas onde essas condigoes de invertibilidade nao sao alcangadas sdo tratados por meio da teoria dos sistemas
Hamiltonianos com vinculos (desenvolvida notoriamente por Dirac®?), tema esse que nio abordaremos na presente versao
destas Notas. Vide, e.g., [116].

e Espaco de configuragoes e o espago de fase

O conjunto de todos os valores possiveis das coordenadas ¢ que descrevem um sistema mecanico é um espago n-
dimensional denominado espago de configura¢oes do sistema.

Por meio da inversao comentada acima, os momentos generalizados p passam a ser considerados, juntamente com as
coordenadas ¢, como varidveis independentes do sistema mecéanico. O conjunto de todos os valores possiveis de g e p é
um espago 2n-dimensional denominado espago de fases do sistema mecénico, uma nogao de grande importancia.

Como ja dissemos, na linguagem da Geometria Diferencial, que nao empregaremos amiide aqui (vide, porém [22]
e [2]), o espaco de configuragdes é suposto compor uma variedade diferenciavel n-dimensional real M, enquanto que o
espago de todas as coordenadas e velocidades generalizadas (¢, ¢) é uma variedade diferencidvel 2n-dimensional que pode
ser identificada com o fibrado tangente de M, denotado por TM. J& o espago de fases, o espago de todas as coordenadas
e momentos generalizadas (¢, p), ¢ uma variedade diferencidvel 2n-dimensional que pode ser identificada com o fibrado
cotangente de M, denotado por T*M.

Dessa forma, podemos afirmar que o formalismo Lagrangiano é descrito no fibrado tangente TM, enquanto que o
formalismo Hamiltoniano, que desenvolveremos no que segue, é descrito no fibrado cotangente T*M.

Nocoes sobre Geometria Diferencial, variedades diferenciaveis, fibrados tangentes e cotangentes, sao desenvolvidas
nos Capitulos 33 e 34 destas Notas, pdginas 1667 e 1736, respectivamente. Vide também a extensa lista de referéncias 1a
apontadas.

e O Hamiltoniano e as equagoes de Hamilton

O chamado Hamiltoniano®*8®

de fases dada por

de um sistema mecanico descrito por uma Lagrangiana . é a funcao definida no espago

A o prs s D 1) = (ZM’(% » t)) 7‘7((1, (g, p. 1), t) . (45.266)
=1

As coordenadas ¢ e os momentos generalizados p sdo tomadas como independentes e as velocidades generalizadas sao
tomadas como fungdes q'(q, D, t) de g e p (e de t, se for o caso).

Uma diferenca bésica entre o formalismo Lagrangiano e o Hamiltoniano é que no formalismo Lagrangiano as equacoes
dindmicas (as equagoes de Euler-Lagrange) compoem um sistema de n equagoes diferenciais ordinérias de segunda ordem,
enquanto que no formalismo Hamiltoniano as equagoes dinamicas (as equagdes de Hamilton, que obteremos abaixo)
compoem um sistema de 2n equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Partindo da definigao (45.266), vamos agora obter as equagoes dinamicas correspondentes ao formalismo Hamiltoniano,
as chamadas equagédes de Hamilton. Essas equagoes podem ser obtidas de diversas formas (trataremos de outras a seguir),

83Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
84William Rowan Hamilton (1805-1865).
850 Hamiltoniano é também denominado fun¢do Hamiltoniana, funcdo de Hamilton, ou Hamiltoniana.
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mas vamos obté-las inicialmente calculando as derivadas parciais de # em relagdo as varidveis independentes das quais
depende.

Para a primeira equacao de Hamilton, consideremos

OH (45.266) ,i - 0qJ 0L (45.264) ‘i 0L 0¢’ 0L 0§ i
— "= o t) o+ = )+y 2t - = d'(ap 1)
pi (@ p ij p;  p; P Z ddq; Opi Z oq; opr ¢ (@ # 1)

O conjunto de equagoes
o
= 5 ie{l, ..., n}, 45.267
e {1, ) (45.267)
é uma das equagoes de Hamilton. Chamamos a atencao para o fato de que a dedugao nao faz uso das equagoes dinamicas,
as equagoes de Euler-Lagrange, mas apenas da defini¢do de momento generalizado em (45.264) e da definicao de Hamil-
toniano 2 em (45.266).

Para tratarmos do segundo conjunto de equagoes de Hamilton, fazemos uso das equagoes de Euler-Lagrange. Usando
a defini¢iio (45.264), temos

i

DI (45. .266) Z 6{11 0L 0§ (45.264) 73% (45.263) 7i3$ (45.264)
g Py "¢ & opo¢  og  diog U
O conjunto assim obtido de equagoes
. oA .
pi = — ag ie{l, ..., n}, (45.268)

é também parte das equagoes de Hamilton.

De importancia também é considerarmos a derivada parcial do Hamiltoniano em relagao a t:

DI (45.264) i ¢ 0ZL i&f 9¢7 (a5.264) 0L
g 452 y _ g4 26

ot o ot~ 945 ot ot
Em resumo, as equagoes de Hamilton sao
X o R o .
¢ = o pi = o ie{l, ..., n}, (45.269)
e adicionalmente, temos
ox 0L
o ot

Como dissemos, as equagoes de Hamilton (45.269) compdem um sistema de 2n equagoes diferenciais ordindrias no espago
de fase.

e O Hamiltoniano como constante de movimento

Ao longo de uma trajetéria, isto é, de uma solugao das equagoes de Hamilton, temos o seguinte:

d " [9.# X4 OH (15.269) ~— [ OHOH OHOH| O  OH
— U = — - =
dt'}{(q(t) ,2:‘: [3]7 bt g’ g1 1 Z[ Op; O¢ + d¢7 Op; + ot ot
ou seja,
on 0 .
a%’( a®), (), ) = (@), p(t), 1) = ——-(a(t). 4(t), 1) .

Portanto, se o Lagrangiano nao depende de ¢, o Hamiltoniano é uma constante de movimento ao longo de qualquer
trajetdria real do sistema mecénico considerado.

e O Hamiltoniano de uma particula carregada em um campo eletromagnético

Um tema muito relevante em aplicagoes a Fisica é a obten¢ao do Hamiltoniano para um ponto material de massa m e
carga elétrica e em um campo eletromagnético. O Lagrangiano desse sistema foi apresentado em (45.218), pagina 2605:

Poe(of@ ) - 7A@ 1) |

27 0, t) = %“5
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onde ¢ é o potencial elétrico e A = (A1, Az, A3) ¢ o potencial vetor. Os momentos generalizados sao, por defini¢io,

pi = % = mui +eA(Z, t), i=1,2,3,
Iv;

e, dal, a relacio inversa que expressa as velocidades em termos dos momentos generalizados é facilmente obtida:
. 1 . . .
vi (&, pin t) = 7(pi —eA; (&, f)) ., i=1,2, 3.
m

Com isso, a correspondente fungao de Hamilton é, segundo a defini¢do (45.266), pagina 2621,

.%‘” Epmt Z, pi, t / <2’< 2 (ﬁf eA(.i‘, t)), T,)

2

! oo 1) — (5 eA(@ 1)) - A7 1),

—(5- A 1)

m

=1z (ﬁ—cA(f, t)) _n

m 2

onde p= (pl, P2, p;;)A Assim, cancelando e simplificando termos, obtemos

m 2
= Zp-a@ o +eo(@ 0. (45.270)

Verifique! Essa forma do Hamiltoniano, com sua dependéncia em A e ¢, é também empregada na Mecanica Quantica.

45.7.1 Derivagao Variacional das Equacoes de Hamilton
As equagoes de Euler-Lagrange sao obtidas a partir de um principio variacional, o principio de Hamilton. Como veremos
na presente se¢do, 0 mesmo se passa com as equagoes de Hamilton elas mesmas. Essa maneira de obté-las sera util

adiante quando discutirmos as chamadas transformagoes canonicas.

e Formalizagao no espaco de configuragoes a partir do principio de Hamilton

De maneira idéntica aquela empregada no principio de Hamilton, consideramos a colegao de todas as curvas continuas
e diferencidveis ¢(t) no espago de configuragoes, com ¢ € [t2, t] (sendo ty < t3) conectando pontos fixados ¢(t1) e q(tz2).
Para tais curvas, consideramos o funcional a¢ao

s = [ 26w, 0. a.

O principio de Hamilton ¢ a afirmagao que & f:f Z(q, g, t) dt =0, quando o funcional é calculado sobre a trajetoria real
do sistema considerado. Com base em (45.266), escrevemos

2’((1, q t) = (i:m(q, g, t)d") ~ (g, p(q, 4, t), t) (Zz) > H(q. p, t)

onde, seguindo (45.264), os momentos generalizados p; sdo tomados ao longo de cada curva no espago de configuragoes
como funcao de ¢, ¢ e eventualmente de ¢t. Para a variagdo da agao, obtemos

5S = 6/2 ((Zp ) H(q, p, t > dt = AZZ(é(pl q"+pid(d") — %fé@%%é@,)) dt. (45.271)

Deveriamos agora escrever d(p;) = 5. 1 5 (g "”’6 7)), expressando assim a variacdo de p; em termos das
2 j=1\9¢7

variacoes das coordenadas generalizadas e de suas deuvadas Seguimos, no entanto, um outro caminho, mantendo
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provisoriamente a expressio em termos de §(p;). Como §(¢%) = 370(¢?), com integragao por partes podemos escrever em

(45.271) :]2 pid(¢') dt = pid(q') :f - ;’]2 pid(q") dt. E assim,
—_—

=0

Neste ponto, impomos o principio de Hamilton, que afirma que 5 = 0 sobre a trajetéria real no espago de configuragoes
seguida pelo sistema mecanico. No entanto, seria precipitado se simplesmente declardssemos que ambos os fatores
entre colchetes sao nulos pois, em verdade, as variagoes d(¢q") e d(p*) nao sao independentes. Sucede, porém, como
jé comentamos quando da deducdo de (45.267), que a expressio ¢’ — %;f ¢ nula para cada ¢ € {1, ..., n}, como

consequéncia das defini¢ées de 7 e dos momentos generalizados, sem uso das equacoes de Euler-Lagrange. Assim, o
termo que multiplica 6(p;) é trivialmente nulo, e o principio de Hamilton reduz-se a

n

t2 .o
0 = / > [pﬁ— W] d(q")dt
t q

i=1
conduzindo finalmente & equagao de Hamilton faltante: p; + %ff =0 para cadai€ {1, ..., n}.
* ok ok

Nota. Curiosamente, a dedugao das equagoes de Hamilton a partir de um principio variacional é apresentada de forma um tanto defeituosa
em alguns livros-texto modernos, os quais nao deixam claro se a variagdo ¢ tomada em curvas no espago de configuragdes ou no de fases. O
livro de Sommerfeld [448], que muito reputamos, faz sua apresentagao no espago de configuracdes e aponta cuidadosamente para o problema
da falta de independéncia entre as variagGes 6(q*) e 6(p;) que ocorre nesse caso, indicando a solugdo que apresentamos.

45.7.2 Colchetes de Poisson

Seja um sistema mecanico cuja dinamica seja definida por um Hamiltoniano J#(q, p, t). Seja f = f(g, p, t) uma
funcao definida no espago de fases (e eventualmente dependente também de t). Sua derivada temporal ao longo de uma
trajetéria definida pelo Hamiltoniano .7 é dada, segundo as equagoes de Hamilton, por

d Y A _ N~ (9 0F 90N 01
a0 2000 = 3 (Gt + i) + a0 00,0 = 3 (G50 G gr ) + o 0. 0

i=1

Essa expressao motiva a seguinte defini¢io. Sejam g(q, p, t) e h(g, p, t) fungdes ao menos uma vez diferencidveis
definidas no espaco de fases e, eventualmente, também dependentes do tempo. Definimos os colchetes de Poisson®® de g
e h, denotados por {g, h} como a fungio definida no espago de fases (e eventualmente dependente também do tempo t)
dada por®”

" [ dg Oh dg Oh
g, h}(q, p, ) == 55 a5 ) (@D t). (45.272)
{o- b ;(3@3(1 dq 3p«t> “r
Com isso, podemos escrever
%f('l(t), p(1) = {2, [}(a(t), p(t), 1) + %(q(t), p(t). t) . (45.273)

Os colchetes de Poisson sao um instrumento muito 1til, como veremos no que seguird, e suas propriedades refletem
estruturas matemdticas importantes subjacentes & Mecénica Cldssica (relacionadas ao grupo simplético, apresentado
na Segao 21.3.3.3, pdgina 1109, e na Segao 21.9, pagina 1201). Antes de prosseguirmos, ¢ muito importante listarmos
algumas de suas propriedades.

o Propriedades dos colchetes de Poisson

Listamos a seguir as propriedades fundamentais dos colchetes de Poisson. Abaixo, f, g, h, g1, g2, h1 € ho s@o funcoes
arbitrdrias definidas no espago de fase (e eventualmente dependentes também do tempo ¢) que sejam ao menos uma ou
duas vezes diferencidveis (conforme a necessidade).

86Siméon Denis Poisson (1781-1840).
870 estudante deve ser advertido que, infelizmente, alguns textos definem {g, h} como em (45.272), mas com os sinais trocados.
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1. Antissimetria:
{g, b} = —{h, g}.
2. Se g ou h forem constantes como fungdes de ¢’s e p’s, {g, h} = 0.

3. Linearidade:
{a1g1 + azg2, h} = ai{g1, h} +az{ge, b},
onde ay e ap s@o constantes. Segue da antissimetria que também vale {h, a191 + asg2} = a1{h, g1} + az{h, g2}.

4. Identidade de Leibniz®®:
{9, hiha} = {g, hi}ha + hi{g, ha} .
Pela antissimetria vale também {hiha, g} = {h1, gtho + h1{h2, g}.
5. Identidade de Jacobi®:

{f, {g. h}} + {h, {f, g}} + {g, {n, f}} - 0. (45.274)

6. Identidade para a derivada temporal:

0 [0y oh .
&{g, h} = {E, h} +{g, E} . (45.275)
7. Colchetes de Poisson canénicos: para todos 4, j € {1, ..., n}, valem
{@,d} =0, {pp} =0, {pid}=3dy. (45.276)

Incentivamos o estudante a provar essas propriedades. Todas elas seguem diretamente da definigdo dos colchetes de
Poisson e suas demonstragoes sao simples e pouco trabalhosas, exceto a da identidade de Jacobi (45.274), que tratamos
logo abaixo.

e Prova de identidade de Jacobi

Das propriedades listadas acima, a unica cuja demonstragao é mais dificil é a identidade de Jacobi (45.274). Uma
maneira de prové-la é & for¢a bruta: expandindo-se o lado esquerdo de (45.274) de acordo com a defini¢ao (45.272) e
constatando-se que disso obtém-se zero. Aconselhamos todo estudante a fazer isso uma (e somente uma) vez na vida.

Vamos aqui, no entanto, apresentar uma demonstragao mais simples e elegante, usando apenas algumas das demais
propriedades dos colchetes de Poisson listadas acima.

Consideremos os colchetes {f, g} e vamos supor que a dinamica do sistema seja definida pela fungao h, ou seja,
que h seja o Hamiltoniano de algum sistema mecanico. Seja (¢(t), p(t)) uma trajetéria no espago de fases definida pelo
Hamiltoniano h, Por um lado, teremos por (45.273),

S0 e, p0. 1) = {h, (. 9} }ale), 2O, 1) + o1 9 a0, p00) 1) - (15.277)

Por outro lado, como % = {h, f} 4o

Sr e % = {h, g} + %, temos também

L5, 9}, pte). 1) {0+ 5 o} @00 0+ {1 0 a1+ 50} o w00, 0

(45.275)

{h, 1}, 9} (a@®), p®), t) + {f, {h, g}}(a(®), p(D), t)

0
+g s gHa®), p(), 1) - (45.278)
Assim, igualando-se os lados direitos de (45.277) e de (45.278), temos

{n A g3} = {{h 1} g} + {7, {he 9}}

88 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
89Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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ao longo de uma trajetéria (q(t), p(t)). Essa relagio coincide com a identidade de Jacobi (45.274), como é ficil de ser
verificado. Faga-o! Como as trajetérias (q(L)A, p(L)) podem ser feitas passar por qualquer ponto do espago de fase (pois
qualquer ponto do espago de fase pode ser tomado como condigao inicial de qualquer movimento), concluimos que a
identidade de Jacobi vale em toda parte.

o Constantes de movimento e integrais primeiras

Seja um sistema mecanico cuja dindmica é definida por um Hamiltoniano .. Uma funcio F(q, p, t) é dita ser uma
constante de movimento se ao longo de qualquer trajetéria (q(f,), p(t)) definida por J# valer

dF

Sl p(o. 1) =0,

ou seja, se F(q(t), p(t), t) for constante ao longo de qualquer trajetéria definida por 7.

Uma integral primeira é uma fungao F(q, p), definida no espago de fase, mas independente de ¢, que é uma constante
de movimento. Integrais primeiras sdo também denominadas integrais de movimento.

Por (45.273) uma fungdo F(g, p) é uma integral primeira se e somente se
{2, F}(a(t), p(t)) = 0.

Integrais primeiras desempenham um papel particularmente importante no processo de resolucao (“integracao”) das
equagoes de movimento de certos sistemas ditos sistemas integrdveis. Um teorema importante nesse contexto é o chamado
Teorema de Poisson, que demonstraremos a seguir.

e O Teorema de Poisson

Se f é uma constante de movimento, entao

0 = L), ), 1) = 1, £}, p0), 1)+ D (a0, p00), 1)

dt
Como isso se dad para quaisquer (q(t), p(t))7 concluimos que
B of
{2, f}(a, p t)+ E(q-, p.t) =0
para quaisquer pontos (¢, p) do espago de fase.
O Teorema de Poisson consiste na seguinte afirmagdo: se f e g sio constantes de movimento, entdao {f, g} também

o ¢é. Prova: 9
Lo g

2 a(e) plt), 1) -

(5 ¥, 90, 1) = (2, 7 91} att), p0), 1)

Agora, por um lado, temos
[, g} ws2m) [Of . g
ot = Vet e

Por outro lado, pela identidade de Jacobi e pela antissimetria, temos
{0, 41 9t} = ~{o. {4, 1}} - {f: {9, )} = ({4, £}, 9} +{F. {H, 9}} .

Logo,

%({f} g}a(t), p(), t)) = {{%7 fH+ %, y}(q(t), p(t), t) + {f, (o, g} + % }(q(t). p(t), t) = 0,
=0 =0
demonstrando que {f, g} é uma constante de movimento.

Esse teorema nos informa que se estivermos de posse de duas constantes de movimento f e g, podemos obter uma
terceira tomando seus colchetes de Poisson { f, g}, e assim por diante. Em verdade, é preciso que se diga que nem sempre
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obtemos dessa forma novas constantes de movimento, pois pode ocorrer de {f, g} ser nulo ou ser uma combinagao de f
eg.

De qualquer forma, o Teorema de Poisson revela um significado profundo por trds dos colchetes de Poisson, e que vai
além da motivagao de sua definigao em (45.273), significado esse ligado a nogoes de simetria e a principios de conservagao
em sistemas mecanicos. Isso talvez fique mais claro no tépico que segue, envolvendo o Teorema de Noether.

e O fluxo Hamiltoniano

Uma nocao importante no tratamento Hamiltoniano de sistemas mecénicos é a nocao de fluzo Hamiltoniano. Essa
nocao permite iluminar muitas propriedades importantes de sistemas Hamiltonianos, como sua estabilidade, existéncia
de pontos, ou trajetorias, limite, existéncia de trajetérias cadticas etc.

Na maioria dos problemas mecanicos as equagoes de Hamilton (45.269) vém acompanhadas de condigoes iniciais que
especificam os valores das solugoes (q(t), p(t)) em um instante de tempo, digamos, em ¢ = 0: (q(O), p(O)) = (go, Ppo)-
Trata-se, portanto, de problemas de valor inicial, ou problemas de Cauchy. Nas situagdes mais comuns assumimos que
esses problemas admitam a existéncia e unicidade de solugdes, a0 menos em um intervalo aberto I C R (e assumimos
0 € I). Sabemos que condigdes suficientes para tal sdo fornecidas pelo Teorema de Picard-Lindelof, Teorema 12.2, pagina
685 (demonstrado no Capitulo 25, pdgina 1360, mais especificamente, na Se¢éo 25.2. pagina 1377). Em nosso caso,

esse Teorema afirma que as equagoes de Hamilton com condigoes iniciais terao solugao tnica se as derivadas parciais —%‘zf

e % forem, para todo 4, continuas e diferencidveis (nas varidveis ¢ e p) em uma vizinhanga aberta em torno da condigao
inicial. Assim, devemos supor que todas as derivadas parciais segundas de ¢ nas varidveis ¢ e p sejam continuas em
uma vizinhanga aberta em torno da condigao inicial.

Sob essas hipGteses, podemos garantir que trajetérias ¢ — (q(t), p(t)) distintas, ou seja, com condicoes iniciais
distintas, nunca se cruzam, pois isso violaria a unicidade de solugoes. Note-se solugoes periddicas sao, naturalmente,
permitidas.

Uma outra questao relevante em muitos casos é saber se o problema de valor inicial produzido pelas equagoes de
Hamilton tem solucdes globais, ou seja, para todo ¢ € R e para todas as condigdes iniciais (em cujo caso podemos tomar
I = R). Condigdes suficientes para a existéncia de solugdes globais de problemas de valor inicial sao fornecidas no
Teorema 12.3, pagina 686. Traduzidas para sistemas Hamiltonianos, essas condigdes suficientes afirmam que teremos
solugdes globais se as derivadas parciais segundas de 7 forem fungoes limitadas de ¢ e p em cada faixa F, o = { (t, q, p) €

R+ |t <a, (g p) € R arbitrério}. Alertamos que essas nao as condigdes suficientes mais gerais conhecidas e
outras condigdes mais especificas podem ser encontradas na literatura, mas aqui ndo nos preocuparemos, normalmente,
com essas questoes, procurando nos concentrar em pontos mais essenciais.

Em uma situacao ideal, mas comum, em que as solugoes das equagoes de Hamilton consideradas admitem solugoes
globais e tnicas para todas as possiveis condigdes iniciais, o fluxo Hamiltoniano é o conjunto de todas trajetérias R 3
t— (q(t),p(t)) que resolvem as equagoes de Hamilton para todas as possiveis condigdes iniciais. Como, em principio,
todas as condigdes iniciais no espago de fase sao admissiveis, e como as trajetérias nunca se cruzam, segue que a cole¢ao
de todas as trajetdrias, ou seja, o fluxo Hamiltoniano, cobre todo o espago de fase.

e O Teorema de Noether revisitado

O célebre Teorema de Noether, que associa simetrias continuas de um Lagrangiano e leis de conservacao, foi estudado
na Secao 45.6, pdgina 2611. Aqui apresentaremos uma versao desse teorema dentro do formalismo Hamiltoniano.

Seja (¢, p) um Hamiltoniano independente de t e seja F(g, p) uma fun¢do nao constante definida no espago de
fases cujo fluxo é dado pelas solugdes do sistema
d OF d oOF
—pi(s) = —5—=(q(: s)) . —q'(s) = 7 s)), i =1, ..., n, seR. 45.279
) = G ). e LdE) = T ). =l s (45.279)

s
Naturalmente, suporemos F' tal que o fluxo acima exista globalmente no espago de fases.
Vamos assumir que o Hamiltoniano .7 seja invariante por esse fluxo, ou seja,
d
LA (als), pls) = 0

para todo s. Entao, {F, )f} = 0. Como 0 = {F, W} = 7{jf7 F} concluimos por (45.273) que F é uma integral
primeira para a evolugio temporal definida por ., ou seja, é uma constante de movimento.
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Temos, portanto, a seguinte afirmagéo, que pode ser considerada como uma versao, dentro do formalismo Hamilto-
niano, do Teorema de Noether: se um Hamiltoniano for invariante pelo fluzo de uma func¢ao no espago de fases essa
fungdo é uma constante de movimento para a evolug¢ao temporal definida pelo Hamiltoniano.

O fluxo de F faz o papel do difeomorfismo que mantém invariante o Lagrangiano na apresentac¢ao da Secao 45.6,
pagina 2611. A condicao de simetria (invariancia pelo difeomorfismo) ¢ aqui a condi¢ao de constancia de . no fluxo de
F, que equivale a condigao {F, jf} =0.

O caso em que F' = J¢ pode ser interpretado na seguinte linha: a familia de difeomorfismos gerada por # coincide
com a evolugao temporal. Assim, vemos que a invariancia por translagoes temporais implica a conservagao do préprio
A, ou seja, da energia.

O que as consideragdes acima nao cobrem, se comparadas ao tratamento do Teorema de Noether apresentado via
formalismo Lagrangiano na Secao 45.6, pagina 2611, é que elas ndo apresentam uma forma explicita para as grandezas
conservadas. Elas poderiam ser obtidas se tratarmos a equagao {F, H } = 0 como uma equagao a derivadas parciais
para F' (para um Hamiltoniano dado). Vejamos isso em dois exemplos simples.

Exemplo 45.9 Seja um ponto material de massa m > 0 em movimento unidimensional sob um potencial U(z) = 0. O Ha-
miltoniano é H(z, p) = % e a equagio {F, J"f} =0¢ 7%% = 0. Sua solugdo é F(z, p) = A(p), com A sendo uma
fungdo arbitraria, que suporemos diferencidvel mas nao constante. Com isso, as equagdes (45.279) para o fluxo definido por F
sa0 d%p(s) =0e ﬁz(s) = A'(p), cujas solugdes sdo p(s) = po, constante e z(s) = as + 3, sendo 3 uma constante arbitraria e
a = A'(po), que também é uma constante arbitraria, mas ndo nula. Assim, os difeomorfismos definidos por F no espago de fase
sa0 (z, p) — (ac(s), p(s)) = (z + as, p), para s € R. Aqui seguimos a convencao que (z(O), p(O)) = (z, p) para cada ponto
(a;7 p) do espago de fases. Vemos que esses difeomorfismos representam translagdes na coordenada x, com p mantido constante.
A integral de movimento F associada é F(z, p) = A(p). Como A é arbitraria e nao constante, concluimos que p é uma integral
de movimento associada, pois 0 = 4 F(x(t), p(t)) = A'(p(t))p(t) implica p(t) = 0 ao longo de uma trajetéria. Assim, vemos que
a invariancia do sistema por translagées da posi¢do z do ponto material implica a conservagao de seu momento linear. ¢

Exemplo 45.10 Sejam dois pontos materiais de massas m; e m2 em movimento unidimensional sob um potencial U(z; — z2).
2 2
O Hamiltoniano ¢ H(x, p) = 2 + 572 + U(z1 — @2) e a equagio {F, #} =06

_ri P
2my T 2ma

OF OFN\ v pLOF  p2 OF
(apl 19172)‘/(11 @)

Uma solucao particular dessa equagao é obtida com F(zl. T2, p1, pz) = C(p1+p2). Verifique! Com ela as equagoes (45.279) ficam

d d d ? d.(s) =
P =0, Pe(s) =0, o) = Clp+p2), 202(s) = C'(pr+p2) -

Assim, pi1(s) e p2(s) sdo constantes e z1(s) = as+ B1 e z2(s) = as + B2, onde a = C(p1 + p2), constante ao longo do fluxo de
F (pois p1 e p2 sdo constantes ao longo desse fluxo, como afirmam as duas primeiras equagdes acima) e 81 e 32 sdo constantes.
Assim, impondo como antes que os difeomorfismos induzidos por F sejam iguais & identidade quando s = 0, eles ficam da forma
(w1, @2, p1, p2) = (21(s), @2(s), p1(s), p2(s)) = (21 + as, w2 + as, p1, p2). Eles correspondem a translagdes simulténeas no
espago das coordenadas z1 e z2, com os momentos ficando constantes. A integral primeira é F(I1, T2, p1, p2) = C(p1 +p2) e sua
constancia significa que o momento total p1 + p2 é constante. Assim, novamente vemos que a invariancia do potencial V (z1 — x2)
por translagdes simultaneas e idénticas de 1 e x2 implica a conservacdo do momento linear total. ¢

e O operador de Liouville

A Mecanica Cléssica admite ser formulada em termos de um formalismo operatorial semelhante ao da Mecanica
Quantica. Esse formalismo apresenta algumas vantagens quando se discutem propriedades mais profundas de sistemas
mecanicos, como a propriedade de ergodicidade (vide para tal [395]). Nao pretendemos explorar esse tema de forma
exaustiva aqui, nem entrar em questoes matemadticas importantes, como o dominio de definigdo de certos operadores,
mas apresentar alguns de seus rudimentos.

Seja f uma fungao infinitamente diferencidvel definida no espago de fases e, por simplicidade, suponhamos que f nao
dependa explicitamente de ¢t. Se considerarmos sua evolugao ao longo de uma trajetéria real (q(t), p(t)), definida por
um Hamiltoniano % (que suporemos, por simplicidade, independente do tempo), teremos

d S(Of . Of .\ =(0HDf I\ _
S/, p®) = > (0q,q +0pl_pz) = ;(ﬁpl 9~ of (,)pi) = (LN (a(t), p(1)) ,

=1
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onde L é o operador diferencial, denominado operador de Liouville®, ou Liouvilliano, definido por

(04 D 9N D
b Z(am ¢~ og 5) ' (45.280)

i=1

ou seja,

o of O 31") (45.281)

n
L s = = - —
(tha ) ; ( Opi 9¢'  Oq' Op;
Observe-se en passant que Lf = {J¢, f}, mas nessa formalizagio preferimos tratar L como um operador diferencial
agindo num espagco adequado de fun¢oes definidas no espago de fases, explorando as propriedades especificas de operadores
diferenciais.

A condigdo inicial em t = o é f(go, po), onde (go, po) é uma abreviagao para (¢'(to), - .., ¢"(t0), p1(to), ---, Pu(to)),
que s@o as condigOes iniciais para coordenadas e momentos generalizados em t = t;. O ponto relevante da expressao
d

@@, p(®) = LA)(a®), p()) ,

ou seja, f = Lf, é que essa equagao linear, com a condigao inicial f(qo, po), possui uma solucio formalmente expressa
por

o0
_ t—to)",
£a(®). p®) = () (@0, po) = Flao. 7o) + (Z U=l f)) (a0 p0) (15.252)
n=1 -
E. 45.29 Ezercicio. Justifique informalmente por que essa expressio apresenta a solu¢io desejada. *

Para Hamiltonianos dependentes do tempo devemos considerar, alternativamente, a solugdo expressa em termos de
uma séria de Dyson, analogamente ao discutido na Segao 14.2.2, pagina 717.

Como ilustracao do uso de (45.282), vamos exibir dois sistemas elementares para os quais a solu¢ao das equagdes
de movimento pode ser explicitamente obtida com as expressoes acima: o ponto material livre em uma dimensao e o
oscilador harménico em uma dimensao. Um terceiro exemplo, o de um ponto material em uma dimenséao sujeito a uma
forga constante, sera tratado no Exercicio E. 45.30, em seguida.

Exemplo 45.11 No caso de um ponto material livre de massa m em um movimento unidimensional, temos o Hamiltoniano
2 s
H = T Assim, o operador de Liouville é

_r0
T maq’
O operador de derivagao a% é o gerador das translagdes na varidvel ¢ no espago das fungdes que dela dependam (vide Segdo 21.10,

pégina 1210). Dessa forma, vale formalmente
» 2
(e‘Lf) (40, po) = (H’m a‘7f) (g0, po) = f (qo + f—zt, po) .
Assim, em particular, para f(q, p) = ¢, concluimos
Po
t) = —t > t) =
a(t) = qo+ e pt) =po,

a bem conhecida expressido que descreve a evolu¢ao de um ponto material livre. ¢

Exemplo 45.12 Para o oscilador harménico unidimensional o Hamiltoniano é ¢ = L;" + f‘;’qz. O operador de Liouville corres-
pondente é
1 0 2]
L=m'p=—kq—.
p@q q(’ip

Para simplificar um pouco as coisas, definamos p’ = p/y/m e ¢’ = Vkq. O operador L fica

L = w )'i—'i
= olaq, qap, s

90 Joseph Liouville (1809-1882).
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twol!

com wo = \/k/m. O operador L’ = p’ a‘z, - q’a%, é o gerador das rotagdes no espago (¢’, p'). Logo, e’ = e
rotagdo de um angulo wot nesse espago. Logo, definindo f(q', p') = f(g, p), ou seja, f(ﬂq, p/\/ﬁ) = f(q, p)

representa uma

f(a(®), p(t)) = ( “f ) 90, po) = (cob wot)go’ + sen(wot)po’, cos(wot)po’ — sen(wot)qn')

= f(cos(wut)qo + sen(wgt)wll)—::, cos(wot)po — sen(wgt)mwoqo) . (45.283)
0

Em particular, para f(q, p) = ¢ e para f(g, p) = p temos, respectivamente,

q(t) = cos(wot)qo + sen(wot) Lo e p(t) = cos(wot)po — sen(wot)mwoqo ,
mwo

um resultado bem conhecido. (3

O exercicio a seguir exibe mais um caso simples que pode ser tratado por esse método operatorial: o do ponto material
sob uma forca constante.

E. 45.30 Ezercicio. Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimens3o sob a a a¢do de uma forga constante

Fy. O Hamiltoniano desse sistema é .#(q, p) = — Fyq. Verifique que o correspondente operador de Liouville é

b

p 0 d
L=22%2, 2.

m dq + ()p

Seja A := L'—':l% eB:= lFO%, de sorte que et = B Verifique que

2 Fp 0

A B = -2 =

[ | m dq

Verifique também que
[[A‘ BJ, A] = [[A, BJ, B} =0

e, portanto, que [[A, B], A+ B} = 0. Devido a esses fatos, podemos evocar a utilissima férmula de Baker-Campbell-Hausdorff’! (vide

equacdo (11.4), pagina 621) que afirma neste caso que e”e® = AHBHEIAE

AcB _ ATB ,3AB]

. Como os operadores A+BelA, B] formalmente comutam,

1 1 1
escrevemos ¢’ L AFB _ AB—IABl _ A ABIB _ A-3[AB]B

ou seja,

Prove disso e dos demais fatos acima que e
o exp (t%%) exp (thé%) exp (t 2%0%)

r () or (28 eo(o8)

exp ( (f% + t2%> ;q) exp <tFn%> .

Verifique com isso que para uma fungdo f infinitamente diferencidvel definida no espaco de fases, teremos

f(q(t), p(t)) = (fr‘Lf)(qo-, po) = <eXp ( (t— +f72F—°> 0%) exp (tFo(%)f> (0, po)

= f(’]o+l—+122F—0 po+ll‘o> . (45.284)
Em particular, para f(q, p) = q e f(g, p) = p, conclua que
q(t) = qo + t+ FO e p(t) = po+ Fot,
respectivamente, férmulas essas que — o leitor hd de reconhecer — s3o muito bem conhecidas da Fisica elementar. *

91Henry Frederick Baker (1866-1956). John Edward Campbell (1862-1924). Felix Hausdorff (1868-1942).
92Sua demonstragio (para matrizes ou operadores limitados em espagos de Banach) é apresentada ma Segdo 11.5, pagina 651.
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e Evolucao temporal em termos dos colchetes de Poisson

E claro pela definigiio (45.281) que
(L)a, p) = {2, f}{a p)

Com isso, a expressao (45.282) também escreve-se como

Flatt) 0) = Flan o)+ 50 I Lo Lo Lo 1Y} o) (45.285)
i

n=1
n vezes

Essa expressao fornece a evolugao temporal da fun¢ao f em termos de uma série infinita contendo colchetes de Poisson
multiplos com o Hamiltoniano. Ela pode ser usada tanto na obtencao de propriedades gerais do movimento quanto na
solugao de certos problemas gentis, como aqueles indicados no Exercicio E. 45.31, abaixo, ou no Exercicio E. 45.36,
pégina 2642 (oscilador harménico simples).

Nao discutiremos aqui, todavia, sob quais condigdes gerais a série em (45.285) é convergente e para quais valores
de |t — to| isso se d4. A questdo de convergéncia ¢, porém, uma questao matemdtica importante para que possamos
realmente validar a solugao expressa em (45.285). O Exercicio E. 45.37, pdgina 2642, exibe casos onde a solugao expressa
em (45.285) é valida para todo t e casos onde ela ¢ vélida apenas em um intervalo finito de valores de ¢.

H4 alguns problemas relativamente simples que podem ser resolvidos com uso da expansao (45.285), como mostra o
préximo exercicio.

E. 45.31 Eze . Obtenha, com o uso de (45.285), a posicdo como func¢do do tempo, ¢(t), para os seguintes sistemas elementares:
12 ponto material livre de massa m em uma dimens3o; 2% ponto material de massa m sob uma forca Fj, constante, em uma dimens3o.

Sugestdes. constate que se f(g, p) = ¢, entdo no primeiro e no segundo problemas a série em (45.285) tem um nimero finito de
termos ndo nulos. No primeiro caso, {#, {A, ---{H, q}---}} anula-se para todo n > 2 e, no segundo caso, para n > 3. *

n vezes

No Exercicio dirigido E. 45.36, pdgina 2642, mostramos como o problema do oscilador harménico unidimensional
pode ser resolvido com uso de (45.285). No Exercicio dirigido E. 45.37, pagina 2642, discutimos um problema um tanto
menos trivial que também pode ser resolvido com uso da expansao (45.285).

45.7.3 Transformagoes Canénicas

Transformagoes canonicas sao um tipo especial de transformacao de simetria no espago de fases exibidas por sistemas
mecanicos. A expressao “transformagio de simetria” talvez seja aqui um abuso de linguagem, mas no que segue ten-
taremos esclarecer em que sentido ela deve ser entendida. A melhor abordagem desse tema faz uso da linguagem de
formas diferenciais e da Geometria Diferencial, como adotada em textos como [22] e [2], mas nio usaremos essa lingua-
gem na corrente versiao dessas Notas, pois isso multiplicaria as exigéncias matemadticas para um estudante ainda nao
suficientemente avancado.

e Alguma notacao

Vamos iniciar essa discussao introduzindo uma notagao conveniente. Localmente, os pontos do espaco de fase de um

sistema mecanico com n graus de liberdade sao descritos por 2n coordenadas (g, p) = (ql, e g P, pn) c R?".
o
Vamos designar por X a 2n-tpla | - ) composto pelas 2n componentes do espago de fase (q‘, e Gt P, e pn)A
i . Pn
Esté claro que X' = ¢’ e X" =p, paracadai=1, ..., n.

Se f é uma funcgao diferencidvel definida no espago de fase, denotamos por Vx f o gmdlcntc 2n-dimensional de f nas
coordenadas X. Assim, em componentes, temos para cada ¢ = 1, (VX f)

uxz*aq (va)H»n Wjﬁ
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%A Assim, na forma de um vetor-coluna, temos

Vxf = %

5
Vamos também definir uma matriz 2n x 2n, denotada por J ou por Ja,, por meio da seguinte representagao em
blocos:

0, 1,
J=Jy o= | , (45.286)

—1, On

onde 1,, = 1 é a matriz identidade n x n e 0, = 0 é a matriz n x n identicamente nula. Por exemplo, para n = 1 temos
0

010
—( 01 o — _( 0 001
Jo = (,1 §). para n = 2 temos Jy = -l ?88) etc.

E. 45.32 Ezercicio. Mostre que a matriz .Jo,, definida em (45.286) possui as seguintes propriedades:
Jin = —lon, Jay = —Jan Jon = 2@ 1, e det Jop = 1.

Sugestées. A prova da afirmagdo que det J2, = 1 pode ser realizada por meio de uso repetido da expansdo de determinantes em linhas
ou colunas (relagdes (10.21) ou (10.22), pagina 505), ou observando que J2, pode ser escrita como o produto tensorial Ja, = Jo @ 1.
Pela regra (10.209), pagina 612, segue disso que det Ja, = (dct Jz)n(dct ]ly,)2 e como det Jo = 1, segue que det J2, = 1. Produtos
tensoriais de matrizes sdo tratados na Sec¢do 10.10, pagina 610. E

Doravante, denotaremos Jy,, por J, salvo se houver perigo de confusao.

Com a notagao acima as equagoes de Hamilton do sistema mecéanico que consideramos, ou seja, o sistema de equagoes

¢ = % ep; = 7%, i =1, ..., n, podem ser escritas como

X)) = J (VX%”) (X)) - (45.287)

Verifique! Essa notac¢ao nao foi introduzida meramente por ser sintética, mas por tornar mais transparentes algumas das
manipulagoes que faremos.

Ela 6 1til, por exemplo, na representagio de colchetes de Poisson. Sejam f(g, p) e g(g, p) duas fungdes diferencidveis
definidas no espago de fase. Denotemos por {f, g} x seu colchetes de Poisson nas coordenadas X, definido por {f, g}x =

n af 99 _ Of dg N
Doy (Hp‘ Ber — o7 o ) Entéo, podemos escrever

{f. g}x = *(VX/)TJ(V)(Q)- (45.288)

A prova segue imediatamente da simples observagao que o produto .J (V xg) pode ser representado em forma vetorial
como

ag dg
aq 1
0, 1, A o
v _ g _ r
JVxg o9 _ o9
ap1 Ere
-1, On .
a9 b9
Bpn I

Mostre que os colchetes de Poisson canénicos

{d.d} =0, {pupi} =0 e {p.d} =0,  iie{l,....n},
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podem ser escritos de maneira compacta como
{x° X"} = ~Ju, a,be{l, ..., 2n}, (45.289)

onde J,;, é o elemento de matriz ab da matriz J. o+,

e Transformagoes de coordenadas no espaco de fase

A descrigao dos pontos do espago de fase pode ser feita por outras coordenadas que nao as coordenadas (g, p) que
usamos acima. Consideremos um novo sistema (@, P) que permita descrever localmente pontos do espago de fase, de
sorte que as novas coordenadas possam ser obtidas univocamente e de forma diferencidvel das anteriores e vice-versa.
Isso significa dizer as fungoes

i1 n 1 n :
Q¢ ... d" pipn) e Pid ... d 1, pe),  i=1,...,n,
sdo diferencidveis, assim como suas inversas
il n 1 n .
QY ....,Q P, ..., P) e p(Q,...,Q" P,...,P), i=1..n.
Analogamente ao vetor X, denotemos por Y o vetor-coluna composto pelas novas coordenadas, ou seja, Y é o

vetor-coluna com 2n componentes dadas por Y = Q' e Y"1 = P, paracadai=1, ..., n.

Definamos agora a matriz Jacobiana da transformacao X — Y, como sendo a matriz J cujos elementos de matriz sao
(3),, = 2+ Por exemplo, no caso n = 2,

avl  ay!' gyl  ay! Q" 9Q'  9Q' Q"
OXT 9X? OX® 0X*t 9q° 92 Op1 Op2
ay?  ay?  oav®  oav? 2Q* 0> Q> 0Q?
g = oXT 0X2 9X3 9xi | _ | BaT 8¢F Opi Opa
)G ) GO ) ) Gl oPL 9P, 9P 9Py
oXT 9XZ 0X® oxXt ¢ 9  Op Op2
oyt oyt gyt av? oP, 0P, 9Py 0P
oXT 9XZ 9x® ox1t a¢t 9 Ip op2

Sabemos também que a inversa J~! da matriz Jacobiana tem como elementos de matriz (H’l) = %E pois, de
ab

fato, com essas definigoes, e com uso da regra da cadeia,

n 2n. a gyb a

b=1

confirmando que J~1J = 1g,.
Seja f(g, p) uma funcao diferencidvel definida no espago de fase. Seja uma transformacao de coordenadas diferenciavel
X = (¢, p) = (Q, P) =Y no espago de fases. Defina-se f(Q, P) := f(q(Q, P), p(Q, P))7 que representa a fungao f e
¢ nas novas coordenadas. Pela regra da cadeia, sabemos que
of ovi of
Xt = OXioyi”

2n

Com uso da matriz Jacobiana podemos escrever isso como
Vxf = 3TVyf. (45.290)

Verifique!

e Transformagoes candnicas de coordenadas no espago de fase

Denotemos por .7 o Hamiltoniano nas novas coordenadas:

H(Q, P) = #(a(Q, P). p(@Q. P)).
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A pergunta que nos colocamos é: sob quais condigdes as equagoes de movimento do sistema mecéanico possuem, quando
expressas nas novas coordenadas, a forma Hamiltoniana

V) = J (vy%f) o),

ou, mais explicitamente, Q'(t) = % e Pi(t) = 73‘5':, i=1,...,n?
Note-se que, ao colocarmos essa questdao, nao estamos a perguntar quando as equagoes dinamicas permanecem inva-

riantes, mas sim quando elas descrevem um novo sistema Hamiltoniano.

Transformagoes de coordenadas no espago de fase que satisfagam essas condigoes sao denominadas transformagoes
candnicas. Uma transformacao canoénica representa um certo tipo de transformacao de simetria onde o cardter Hamilto-
niano da evolugao é preservado.

Vamos procurar saber quando transformacées de coordenadas no espago de fase sdo canonicas. Pela regra da cadeia,
sabemos que
2n i
. axXi .
X; = EYE] Yj. (45.291)

j=1

Fazendo uso da matriz Jacobiana e de (45.290), temos, portanto, X=§YeVxH= HTVY,%”\. Verifique! Assim, as
equagoes de Hamilton (45.287) implicam

y = aJaT(vyJ?) ,

donde se conclui que uma condigao necesséria e suficiente para que as equagoes dinamicas nas novas varidveis sejam
Hamiltonianas é que a matriz Jacobiana J da transformagao X — Y satisfaca

39t = J. (45.292)

Nota. Uma matriz A € Mat (R, 2n) é dita ser uma matriz simplética se satisfizer AJAT = J. Uma tal matriz preserva a forma simplética
definida por J. Vide pagina 3.1.1 e Lema 3.2, pagina 282. Transformagdes canénicas em espagos de fase sio modernamente denominadas
simplectomorfismos na literatura matemética.

As matrizes simpléticas reais 2n X 2n compdem um grupo, denominado grupo simplético e denotado por Sp(2n, R). O grupo simplético
é estudado na Secao 21.3.3.3, pagina 1109, e na Secao 21.9, pagina 1201.

E. 45.34 Ezercicio. Para transformagdes candnicas as novas varidveis (Q e P n3o tém necessariamente o cardter de coordena-

das espaciais e momenta, respectivamente, que naturalmente associamos a elas. O seguinte exemplo é significativo: mostre que as
transformagbes Q' =p; e Pi = —¢', i =1, ..., n, sdo candnicas. *

S

e O caso de transformagoes lineares simpléticas no espaco de fases

Como ilustragao, consideremos o caso de transformagoes lineares no espago de fases Y = AX, onde A € Mat (R, 2n)
1

q
¢ uma matriz simplética. Consideremos um sistema mecanico descrito por um vetor posicao ¢ = | : € R", sendo
B
P
p=1| : ] € R™ o vetor descrevendo os momentos canonicamente conjugados, sendo satisfeitos os colchetes de Poisson
Pa
canénicos {¢’, p;} = —&;j, para i, j € {1, ..., n}. Afirmamos que a transformagio linear no espaco de fases

_ | 7 (45.293)

com A = (’;Z) € Sp(R, 2n), com a, b, ¢, d € Mat (R, n), satisfazendo (21.54)—(21.59), pdgina 1112, preserva os
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colchetes de Poisson canénicos. De fato, @ = ag + bp e P = c¢q + dp e, em termos de suas componentes,

n

n n on n on
{Q", P} = Z (aMk + bikpr)s Z (Cﬂql +dup) p = Ez’lzkdﬂ{qk«, Pt + Z szkcjl{pka q'}

k=1 =1 k=1 1=1 k=1 1=1
U - (21.59)

C Y (b = — 3 (e~ bae) = (@) — (7)) P (1), = .
k=1 1=1 k=1 Y

A preservagao dos colchetes de Poisson por transformagoes canonicas serd estabelecida com mais generalidade, nao apenas
para transformacoes lineares, na Proposicao 45.4, logo adiante.

e Transformagoes candnicas dependentes do tempo

Comentamos aqui sem maiores detalhes que a condigao (45.292) é também véalida no caso de transformagées candnicas
dependentes do tempo. Nao apresentaremos a demonstragao dessa afirmagao na presente versao destas Notas e remetemos
o estudante a literatura bésica listada as pdginas 2538 ou 2588.

o Transformagoes candnicas e colchetes de Poisson

Uma caracteristica importante de transformagoes canonicas é preservar colchetes de Poisson. Isso é o contetido da

seguinte proposi¢ao:

Proposigao 45.4 Sejam f(q, p) e g(q, p) duas fungdes diferencidveis definidas no espago de fase. Seja uma trans-
formagdo de coordenadas diferencidqvel X = (¢, p) = (Q, P) = Y no espago de fases. Defina-se f(Q, P) =

f(a@, P), p(Q, P)) e g(Q. P) :=g(q(Q, P), p(Q, P)), que representam as fungoes f e g, respectivamente, nas novas
coordenadas. Entao, se a transforma¢io X —'Y for canénica, vale

{F.9}, = {F.g}y- (45.294)

Em palavras, isso diz que os colchetes de Poisson sdo preservados por transformagées canonicas. m}

Logo abaixo trataremos de uma reciproca da afirmagao acima.

Prova da Proposicdo 45.4. Por (45.288) temos

T 45.290 AT R AT .
{9} = =(Vxf) I(Vxg) 2 (Vv F) 1(37Vva) = —(VrS) 8737 (Vvg)
(45.292) AT N P oa
= 7(Vyf) J(Vyg) ={f a}y .
completando a prova. n
A seguinte proposigao é de importancia fundamental no estudo das transformacées canonicas e suas consequéncias:

Proposigao 45.5 Uma transformagio de coordenadas diferencidvel (g, p) — (Q, P) no espago de fases é uma trans-
formagao candnica se e somente se valerem

{@, @} =0, {P, P}y =0 e {P,Q}, =4y, (45.295)
para todos i, j € {1, ..., n}, ou seja, se e somente se ela preservar os colchetes de Poisson (no sistema de coordenadas
X!) de posicoes e momentos generalizados. [m}

Nota. Observemos que, pela definigio dos colchetes de Poisson, é evidente que

{Q", @}, =0, {Pi, Pj}y, =0 e {P, Q}y = &;j. (45.296)
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Essas relagdes ndo devem ser confundidos com (45.295). Na notagiio compacta de (45.289), as relagdes (45.296) se escrevem como

e, v}y, = —Ja, a, be{l, ..., 2n}. (45.297)
Com essa notagao, as relagdes (45.295) equivalem, porém, & relagdo ndo evidente {Y¢, Y”}X = —Jap, para todos a, b€ {1, ..., 2n}. »
Prova da Proposicio 45.5. Temos que Y, = Y para todo a € {1, ..., 2n}. Logo, se a transformagdo for candnica, a
Proposigao 45.4 garante que
(45.297) SRS (45.294)
—Jab = {Yu Yb} {Ym Yb}y = {Yu‘r Yb}x )

0 que equivale a provar (45.295).
Vamos agora supor vélidas as relagoes (45.295). Na notacao compacta de (45.289), isso significa que supomos
{Y“, Y”} = —Ju para todos a, b € {1, ..., 2n}. Sabemos que, de modo geral, vale

{5 9bx =~ (Vx) (Vo) == (a"9v7) (57 9va) =~ (vvd) " (3787) (Vva)

Assim, para todos a, b€ {1, ..., 2n} vale

X

—Ja = = {Y, Y}, = —(va“)T(gJaT) (vyyb) = —(ngT)ab

provando que JJJ* = J e, portanto, que a transformacio é canénica, como desejévamos estabelecer. Acima, usamos o
fato evidente que a i-ésima componente do vetor (VyY“) vale 0; 4. |

e Conservacgao de volumes por transformacgoes candnicas

Seja R uma regiao do espago de fases, que assumimos ser compacta. Seu volume em um sistema de coordenadas
(g, p) serd dado por |R| = fR dq' -+ -dq"dp, - - - dp,. Por uma transformacio de coordenadas (g, p) — (Q, P) essa regido
serd levada bijetivamente em uma outra regiao R’, cujo volume nas novas coordenadas serd dado por

R'| = / dQ'---dQ"dP; ---dP, = / | det(d)| dq" - - dg"dpy -+~ dpn ,
R’ R

sendo J, como antes, a matriz Jacobiana da transformacao (¢, p) = (Q, P). Se a transformacao em questao for canédnica,
teremos JJJ7 = J. Tomando-se o determinante de ambos os lados, teremos que det(J)? = 1, o que implica }dct (3)| =1
Assim, |R'| = [, ‘ det( 3)‘ dq*---dq"dpy -+ dpn = [ dq"---dgq"dpy - - dpn = |R|.

Concluimos disso que o volume de uma regiao do espago de fase permanece inalterado sob uma transformagao canonica.
Essa fato serd relevante adiante quando discutirmos o Teorema de Liouville, & pagina 2641.

e Fungoes geratrizes de transformagoes candnicas

A dedugao variacional das equagoes de Hamilton discutida na Segao 45.7.1, pagina 2623, permite uma abordagem
das transformagoes candnicas a qual oferece algumas vantagens.

S o - . L ta nog ” _
Como vimos, as equagoes de Hamilton equivalem ao principio variacional 5f“ ((Zizlplq ) — A (q, D, t)) dt = 0.
Se uma transformacao canénica conduz igualmente a equagdes de Hamilton nas novas variaveis, devemos ter a igualdade

(Zpl ) H(g, p,t) = [(i}%@) —A'(Q, P, t)] + % , (45.298)

onde o é uma constante real e F; uma fungao, em principio arbitraria, definida no espago de fases. Isso se justifica por
implicar na equivaléncia dos principios variacionais

((Zp, ) H(q, p, t)) dt =0 — ’ ((imz) - A'(Q, P, t)> dt = 0. (45.299)

Alguns autores chegam a tomar (45.298) como a definicdo mesma de transformagoes candnicas, mas nao seguimos essa
l6gica aqui.
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A constante o em (45.298) é indcua e pode ser absorvida na defini¢ao de P, Q e s#”, de modo que, sem perda de
generalidade, tomaremos o = 1. A derivada total ddF L, por sua vez, ¢ relevante. Lembremos que um tal termo sempre
pode ser incluido em (45.298) pois a variagao de uma derivada total é sempre nula (pois as variagoes sao sempre feitas
de sorte a manter fixos os pontos localizados nos limites de integragao, quer no espago de fase quer no de configuragoes).

De forma geral, F} pode ser considerada como uma fungao dos quatro conjuntos de varidveis ¢, p, @), P e eventual-
mente também de ¢. Como essas nao sdao independentes (pois as coordenadas (g, p) podem ser bijetivamente mapeadas
nas coordenadas (Q, P)), é suficiente considerar apenas dois conjuntos de coordenadas independentes. Se tomarmos Fy
como fungao de ¢ e de @, a relagao (45.298) (ja com « = 1) pode ser reescrita como

(ZM) H(q, p, t) = (ZP,Qf> H'(Q, P, t) +Z Fl i Zg—gl,@ dFl. (45.300)
i=1

Supondo a validade dessa relagao para todas as possiveis trajetérias do sistema mecanico considerado, concluimos que
devem valer as seguintes relagoes:

OF,

ag P (45.301)
oF

0 - -P, e (45.302)
% = A'(Q, P t)—-H(q, pt). (45.303)

Fungoes como F; desempenham um papel relevante no estudo de transformagoes canonicas e sdo denominadas fungoes
geratrizes das transformagoes canénicas.

Fungoes geratrizes nao sao tnicas, pois podemos modifica-las, por exemplo, alterando as varidveis das quais dependem,
da forma que ilustraremos a seguir. Explorando o fato que

no FAL n

Sro -4 (zw) oy

i=1 i=1 i=1
podemos reescrever (45.298) na forma

(Zqu) #(q, p, t) = — (Z Qfﬁi) H(Q, P, 1)+ ddi 2 (45.304)
i=1

onde definimos

Py = Fi+Y PQ.

i=1

Agora, tomando F» = Fy(g, P, t) como fungao de g e de P e t, escrevemos

(& , OF, . i NOF, ,  OF e
(ZpL ) #(q, p, t) = <;QPL> #'(Q, P, t) *Zaq dPP+ o (45.305)

0 que nos permite identificar as relagoes

oFy
s (45.306)
R

7B = Q' e (45.307)
of H'(Q, P, t) —H(q, p, t) . (45.308)

ot
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Acima, as varidveis () e p sdo tomadas como fungoes de ¢ e P.

Naturalmente, podemos efetuar diversas outras transformagoes desse tipo, obtendo fungoes geratrizes F3, Fy etc.,
mas, como exemplo, as fungoes geratrizes acima bastam.

Como veremos, uma das vantagens do uso de fungoes geratrizes reside no fato de que é por vezes possivel identi-
ficar uma funcao satisfazendo as relagoes acima para uma dada transformacdo, o que nos leva a conclusdo que essa
transformagao ¢ canonica.

e O funcional agdo como func¢ao definida no espago de configuracoes

Na expressio (45.169), pagina 2592. definimos a nogao de agao associada a uma curva v que une pontos ¢(t1) e q(t2)
em instantes de tempo distintos t; e t2, respectivamente. Vamos agora explorar algumas propriedades dessa defini¢ao
estudando sua dependéncia com relagdo aos pontos inicial e final quando a curva v ¢ uma trajetéria real do sistema
mecanico. Essa discussdo é importante por duas razoes: por nos apresentar a uma importante classe de transformagoes
canodnicas e por nos conduzir a uma equagao importante, a equagao de Hamilton-Jacobi, porta de entrada de mais um
formalismo da Mecanica Classica.

Sejam fixos os instantes de tempo inicial ¢ e a posigao inicial ¢(t), que doravante denotaremos por ¢ e ¢, respectivamente.
Denotemos também o instante final por 7 e a posi¢ao final por 7. Seja S(g, t) a agdo como fungao do pontos e do instante
de tempo finais: -

t
- [ 2aw) a0y o), (45.309)
Jt

com a integral tomada ao longo da curva que conecta (g, t) a (7, t) ao longo da trajetéria que minimiza a agéo, ou seja,
que satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange.

Se fixarmos 7 e variarmos § de uma quantidade Ag, a a trajetéria que conecta (g, t) a (7 + A, ) ao longo da
trajetéria que minimiza a agao serd alterada de q(t') para q(t') + dq(t'), com dq(t) = 0 e dq(f) = Ag. A diferenga entre
as duas agoes serd, portanto,

S@+ A0 0 -S@ 1) = [ [Z)+ 00, dt0)+5i(0). 1) - L(att). dt). )] a'

Assim,
_ 0L
S(@+A7, 1) - 5@, 1) Z/ [ () + Zrod (¢ )] at' +0(||agl?) -
Por integracao por partes, teremos
Loy 0L o . 0L trdoy
=G () dt' = ——(F) 0q" (1) ———(t) 6q"(t) — ——— ) §¢'(t')dt" .
[ = Sema®-Szwire - [ (555) i)
= A7 =
Definindo p = 7(1 Z (7), 0 momento generalizado no instante 7, escrevemos
- d oL i
— - / al ! il ’ —(|2
S+ 7 1) - ZplAq +2/ S0~ (557 ) @] ey ar + o(iaal?)
O termo entre [- - -] anula-se sob a hipétese supracitada de que a trajetéria satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange. Logo,
concluimos dessa analise que .
%(a, O =7, i€{l, ... n}. (45.310)

Além disso, temos também da prépria definigao (45.309)

Ls@n. 1) = 2@w, 70, 7).

Como

L8G0. 7) = Y 2@, D7 O + 5 @@, ),
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concluimos que

a8 _ - " . _
@D =2@aH)-3 50 = -#@n7. (45.311)
=1

e A equacdo de Hamilton-Jacobi

Obtivemos em (45.310) e em (45.311) as derivadas parciais primeiras de S(g, ). Com uso de (45.310), a equagao
(45.311) fica

a8 — a8 - oS -
/L T & A e @), 7, ...,7,1),T) =0, 45.312
@ e @ 1 (P T @ T @ TRT) =0, )
ou, em notagao simplificada,
oS _ - oS _
—(q, t H\q —(@@ t),t] =0. 45.31:¢
a0+ (n P 7) o (45.313)

A equagao (45.312) é denominada equagao de Hamilton-Jacobi e em torno dela nasce um novo formalismo da Mecanica
denominado formalismo de Hamilton-Jacobi. E de se notar que (45.312) é uma equagdao a derivadas parciais de primeira
ordem, fato relevante em seu tratamento e solugao.
Para uma particula de massa m em movimento unidimensional sob um potencial V (z), seu Hamiltoniano ¢ #(z, p) =
2
24—+ V(x) e a correspondente equagao de Hamilton-Jacobi é

as 1 (98 2
—(z, t)+ — | (=, ¢ Viz) . 45.314
50 (S ) e
(Aqui simplificamos a notagao, retirando as barras sobre as coordenadas e o tempo). No caso em que V = 0, tem-se que

para cada p € R a fungio S(z, t) = —£-t + px + Sy é solucio de (45.314), com Sy sendo uma constante.

2 m

A equacio de Hamilton-Jacobi, associada a ideias da Optica Geométrica, foi fundamental para a descoberta da
equacio de Schrodinger?® da Mecanica Quantica nio relativistica. Para um texto acessivel, com referéncias, vide [275].

E. 45.35 Ezercz'cio Seja S(z, t) satisfazendo (45.314) e considere a fungdo (x, t) := exp (%S(z, t)) Mostre que, desprezando

o termo W(;T a funcdo 1 satisfaz a equacdo diferencial
o 1 9%
th—— = —o——2— + V(2)Y.
o 2m dz? +V@)
Essa é a equacdo de Schrodinger da Mecanica Quéntica para o sistema em questdo. Ed

e A acao como fungao das coordenadas de ambos os extremos da integragao que a define

Podemos proceder de forma andloga e considerar também a dependéncia da agdo com os pontos iniciais ¢ e q.

Denotando a agao por S(g, t, q, f) temos adicionalmente, de forma totalmente andloga ao que expusemos acima,

S(g+Aq, ¢, 3 F) —S(g ¢, @ T) Z/ Lq +i—$dq( )] dt'+0(|\Ag||2)A

Por integragao por partes, teremos

gz L, 0L .o 0F /( 03) ,
at = 2 (@) 8q' (@) — S (1) 6¢i(t) — < ) sty dt .
[ W = gEOUQ-Gr 0N | (G ®

=Agi

. P . . -
Definindo p = gd‘ (t), o momento generalizado no instante ¢, escrevemos

n n ot T s .
Sweag -5 = ~Ypar+) 520~ (555 @] awyar + ofiaale)

93 Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961).
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O termo entre [- - -] anula-se sob a hipétese supracitada de que a trajetéria satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange. Dessa
forma, concluimos que

oS

aq'
Para a derivada temporal porém, ha uma outra diferenca de sinal, pois dependéncia da integral que define a a¢ao em ¢
estd no limite inferior de integragao. Portanto,

(¢ .31 =p,, ief{l, ..., n}. (45.315)

d _ g X
560, £3.7) = -Z(g 4 1)
Como N
d — oS i oS _
- t),t g t) = ), £, 7 1))+ —-(a®). t. 7, 1) .
S0 637 =3 500 6T DO+ 5 0. 17 7)
concluimos que
oS - =
Si@t 0t = -ZL(@ i)+ pi' = H(ep 1) (45.316)
= i=1
Vamos agora escrever t = t e t = 7 + t, definindo duas novas varidveis temporais t =t e 7 == — . A agilo fica

S(q(t), t, g(r +1), 7+1) e valerd:

;—iS(g(t). t,qr+1t), T+t) = Zg—j(g(t), t, (T +1t), T+1)q (1) +Zg—;(g(t), tg(r+t), TH)G (t+7)
+%§(g(t), t,q(r+t), T+t)+ %(g(t), t, g(r +1t), T+t
= Y (0@ — BT ®) + 2 (at), p0), t) = H @ +1), BT +8), 7+1) .
i=1
Segue disso que o5 s
¢ = Ql(l’)’ ﬁ = —p(t+71), ie{l, ..., n},
¢ a8 _ _
ST H(q(t), p(t), t) — A @7 +1), D(T+1), T+1) .

Note-se, porém, que se o Lagrangiano nao depender explicitamente do tempo, a conserva¢ao do Hamiltoniano implica
que ,W(g(t), p(t), t) = ,%”@(7' +1t), p(t+1), 7+ t)4 Nesse caso, portanto, teremos

as as _ ) as
ag = p,(t), ﬁ**l’i(tJrT)w ie{l,....,n}, e En

Comparando cuidadosamente essa expressao a (45.300) e (45.301)-(45.303), concluimos que, no caso em que o La-
grangiano nao depende explicitamente do tempo, a acdo S é a funcao geratriz de uma transformacao canonica entre as
varidveis (g, p) e as varidveis (q,, p,) — as coordenadas (g, p) evoluidas de um tempo 7 > 0 (aqui 7 > 0, pois £ < 7).

Concluimos disso que a evolugao temporal de um sistema Hamiltoniano ¢ uma transformagao candnica. A consequéncia
mais importante dessa revelagao é o Teorema de Liouville, o qual discutiremos a seguir.

Kok ok Kok

Comentemos antes que a afirmagao que fizemos acima pode ser demonstrada de forma mais rédpida, ainda que carente
de rigor, da seguinte forma.
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Para 7 > 0 fixo, defina-se Q° = ¢'(7, qo, po) € P; = pi(7, qo, po), onde gy € py sdo condigdes iniciais em ¢ = 0 da

evolucao de um sistema mecanico. Na notagao compacta Y = X“(-r, X[)), a€{l, ..., 2n}. Temos,
x _n
a b — a b . 4 a b A :
e Yt = Y00+ 3 o {or. - for o oviy ) L0 (45.317)
=—Jap B n vezes

Sucede que {Y“, Y"}X(O) é constante e igual a —J,;. Assim, seus colchetes de Poisson com ¢ sdo nulos e, por-
tanto, apenas o primeiro termo acima sobrevive, fornecendo {Y“, Yb}X('r) = —Ju. Logo, pela Proposi¢ao 45.5, a
transformacao (qo, po) — (q(T, q0, pg), p(T, 9, po)) é candnica para todo 7.

O problema matemdtico com essa demonstragao gira em torno da convergéncia no caso geral da série em (45.317),
cujas condigoes nao foram estabelecidas aqui.
e O Teorema de Liouville

Consideremos um sistema mecéanico cujo Lagrangiano nao depende explicitamente do tempo (e, portanto, o Hamil-
toniano também nao). Seja R uma regidao de volume finito |R| do espago de fases em um instante de tempo ¢ = 0:

|R| = f:R d"qd"p. Apds um intervalo de tempo 7, os pontos de R evoluirdo a um novo conjunto R, do espago de
fases. Como a evolucio temporal induz uma transformagéo canonica, concluimos da nossa discussao da pégina 2636
(que volumes no espago de fase sao conservados por transformagoes canonicas) que |R| = |R;|, ou seja: em sistemas

mecanicos com wm nimero finito de graus de liberdade em que o Lagrangiano (e, portanto, o Hamiltoniano) ndao depende
ezplicitamente do tempo a evolugdo temporal preserva volumes no espago de fases.

Essa afirmacio é conhecida como Teorema de Liouville®* e desempenha um papel importante no estudo de proprie-
dades qualitativas de sistemas Hamiltonianos, tais como a ergodicidade, caos, estabilidade etc.

94 Joseph Liouville (1809-1882).
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45.8 Exercicios Adicionais

E. 45.36 Euzercicio. Considere o Hamiltoniano do oscilador harmdnico simples unidimensional #(q, p) = 4p® + 42¢%, com
p1 = 1/m e p2 = k, como usual. Usando (45.285), vamos determinar a trajetéria ¢(t) a partir de condic@es iniciais (qo, po), fixadas
em top = 0.

Mostre que {7, q} = pup e que {#,p} = —p2q. Com isso, mostre por inducdo que

4)(7171)/2

g A

(— /1,1;12) "“q, paran>2, par.

p, paran>1,impar,

n Vezes

Conclua de (45.285), escrevendo os termos com n par na forma n = 2j e os termos com n par na forma n = 2j — 1, com j € N em
ambos os casos, que temos

o a1
qt) = q+ < ( Nl#z) >q0+ (Zﬁ(fﬂll@)]ﬂ) 1Po
i=1

(Z _py W) (\/Mt ) 0+<Z( lz(\/llluzf) ) &po

par @) @+

= cos (\/mt) qo + sen (J;Tuﬂ) \/gpn

Acima, na segunda igualdade, o termo ¢o foi absorvido na primeira somatdria (que passa a comegar com j = 0) e na segunda somatdria
fizemos a mudanca de varidveis | = j — 1. Portanto, obtivemos

Po
t) = cos (wot + sen(wot) ——,
alt) = cos nt)an + sonent) 2o
onde wo = /i p2 = ,/%, recuperando a bem conhecida solu¢do do oscilador harménico simples unidimensional. *

E. 45.37 Ezercicio. Considere-se o Hamiltoniano #(q, p) = 1uq°p®, com ¢, p € R, com a, b € Ny e com p sendo uma constante
real. Vamos determinar a trajetéria g(t) a partir de condi¢des iniciais (go, po), fixadas em to = 0, usando (45.285). Mostre que

{2, q} = pbgp"™ (45.318)

e mostre por indugdo que para todo n > 2 vale

2
b [H (a+k(a— b))] g ey (45.319)
k=0

Para prosseguirmos deste ponto, hd dois casos a se considerar: a # be a =b.

I. Caso a # b. No caso em que a # b, mostre que podemos escrever
n-2 n—2 (@)
[T@a+ka-1) = @0 [[(@+1+k) = (a- b)”’lT"
k=0 k=0

com a:=b/(a—b), de sorte que a+1 = a/(a—b). Acima, (z)n sdo os simbolos de Pochhammer, definidos em (15.148), pagina 836.
Assim, para n > 2 temos
{r

: q} . }} — ba—b)" ((2” O

n vezes

= q(a)n (;A (a 711)(1“71[)“1)"' R (45.320)
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sendo que usamos m = 1. Constate, comparando com (45.318), que (45.320) é também vilida para n = 1 e obtenha

at) = q [1+Z n (t;;(u—b)q“ 1ph- 1) ] . (45.321)

sendo a expansdo em série de poténcias acima absolutamente convergente na regido |f;1 a —b)gy~ 'pg 'l < 1. Identificando com a

expansio binomial na forma (15.169), pagina 845, obtemos, finalmente, a solucdo
—a
at) = a(1-t/m) ", (45.322)

onde Tp := 1/ (u(a 7b)qg*1p3*‘), a0 menos na regido |t/To| < 1. Caso o < 0 a solugo (45.322) pode ser estendida para todo ¢ real.

Caso a > 0 a solugdo é singular em ¢t = Ty. Assim, se Ty > 0 a solu¢do ¢(t) serd limitada a um intervalo [0, Tp), a partir do instante
0, onde foi fixada a condi¢do inicial. Se Ty < 0 a solugdo acima para pode ser estendida a todo Ry. Os seguintes casos particulares
ilustram essas situagdes.

A. Casoa=2eb=1 (oque corresponde a ./ = juq*p), teremos v = 1 e Tp = 1/(j1qo). Assim,

q(t) = qo(1—tpg)
sendo essa igualdade limitada a regido [tugo| < 1. Caso go > 0, a solugdo é limitada ao intervalo [0, 1/(;Lqu)> e diverge para t = 1/(pqo).
Isso exibe uma situacdo na qual a solug3o provida pela série (45.285) tem sua validade limitada no tempo.

B. Caso a = 0 e b = 2 (o que corresponde a . = pp®, o Hamiltoniano de um ponto material de massa 1/(2u) se movendo
livremente em uma dimens&o), teremos o = —1 e Ty = 71/(2‘uqn’1p0). Assim,
q(t) = qo(1—1t/To) = qo+ 2tppo ,
que corresponde ao bem conhecido movimento retilineo uniforme unidimensional de um ponto material livre, de massa 1/(2p). Natural-
mente, a solugdo pode ser estendida para todo ¢ € R.
Retornemos agora a (45.319) para tratar do caso faltante a = b.

II. Caso a = b. No caso em que a = b, podemos escrever o lado direito de (45.319) como

(o, {o, - {op, ) = wrarge e

n Vezes

para n > 2. Logo,

i (t;A,a(l]opo)ail)

- s ou seja, q(t) = qoexp (ma(qnpo)afl) . (45.323)

q(t) = qo+tpagspy ™" +qo

n=2
Essa solugdo é valida para todo . Vale observar que ela pode ser obtida de (45.322), tomando-se o limite |a — b| — 0. Mostre isso!
E. 45.38 Ezercicio. Sob as condi¢des do Exercicio E. 45.37, e seguindo passos similares, obtenha p(t). O resultado é

a+l a—1
p(t) = Pu(l - t/To) , paraaFbe p(t) = poexp ( — tpa(qopo) ) paraa=b.

Verifique que as equacdes de Hamilton s3o satisfeitas para tais funcdes ¢(t) e p(t). &
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Apéndices

45.A Mais Algumas Consequéncias da Proposigao 45.1

As expressoes (45.13) e (45.14), pagina 2543, fornecem R; em termos de uma série de Dyson envolvendo a fungao &;. O
mesmo pode ser feito com a fungao ;, como indicaremos a seguir.

Seja R 2t +— @ € R? uma fungio continua. Considere-se as matrizes antissimétricas d; - J ¢ considere-se a séric de
Dyson (vide (14.10), pagina 717)

D(t, s; @) = 13+i/"/“---/%7' (@ 3) (@ 3) - (G, 3) dendtnn--dtr
n=17s Js s

Defina-se também

D(t; @) = D(t, 0; @) = 13+ i/ot /Oh .-4/0“7] (&“ ]’) (dt2 _T) (@‘,n ]‘) dtpdt,_1---dt; .

n=1

Sabemos de (14.13), pdgina 718 e (14.15), pagina 719, que

(%D(t si@) = (@)Dt s d@) e It s &) = —D(t, s a) (a.-3) (45.A.1)

e sabemos ainda de (14.21), pagina 723, que
D(t, s; Cv‘) = D(t; (Y)D(s: &)71

e sabemos do Coroldrio 14.1, pagina 723, que D(f,, CH (Y) e D(t; r?) sao matrizes ortogonais.

Vemos, com isso, que a relagao (45.31), pagina 2547, implica que

R, = D(z‘,7 3 JJ)RS e, em particular, R; = D(t; Q)Rg.
Por outro lado, a relagao (45.32), pagina 2547, implica que
Ry = R,D(s, t; —-0) .

De fato, diferenciando o lado direito em relagao a ¢, temos

%(RSD(S, t; =) LY _RD(s, & ~G)(~ G, ) = RD(s, 1 ~)(6-T)

Provando que R,D(s, t; 7(2) satisfaz a equacao diferencial (45.32) e a condigdo inicial de valer Ry para t = s. Em
particular, isso estabeleceu que =

Ry = RoD(0, t; =Q) .
Observe-se agora que, por (14.22) do Coroldrio 14.1, pagina 723,

D(0, t; —Q) (4:22) Dit, 0; 7(2)_1 = D(t; —ﬁ)_l (42

n+g/nt/oh M'KM (Q,,n J)m(ﬁm -I)(Q,,J ]) dbndtn_1---dt; .

Resumindo, temos
e concluimos também que

relacionando as duas séries de Dyson.
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45.B Um Lema Util Sobre Funcgoes Continuas

Em diversas situagoes fazemos uso do seguinte lema:

Lema 45.1 (Lema Fundamental do Célculo de Variagdes) Para —oo < a < b < 00, seja f : [a, b] = R continua.
Se f satisfaz f:f(t)g(t)dt = 0 para toda fungao continua g : [a, b] = R com g(a) = g(b) = 0, entdo f ¢ identicamente
nula. [m]

Comentdrio. Fica claro pela demonstragao que as fungdes g podem ser restritas as fungdes continuas e continuamente diferencidveis ou mesmo
as fungdes infinitamente diferencidveis. Para outras generalizacdes aplicdveis também a Célculo de Variacoes, vide [102, 103].

Prova do Lema 45.1. Se f nao for identicamente nula, certamente haverd ¢ty € (a, b) com f(tg) # 0. Se, por exemplo,
f(a) (ou f(b)) for nao nula, havera, devido & continuidade, um ponto ty € (a, b) préximo a a (ou a b) onde f(to) # 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor f(tg) > 0 (se f(to) < 0, basta trocarmos f por —f e o argumento
segue analogamente). Por continuidade, isso implica que hd uma vizinhanga de to onde f é positiva. Mais que isso,
a continuidade garante-nos também a seguinte afirmagdo: para um « satisfazendo 0 < a < f(to) existe um intervalo
I=[to— B, to+ ] C (a, b), com >0, tal que f(t) > a para todo ¢ € I.

Considere-se, o intervalo I’ = [ty — 8/2, to + /2] C I e considere-se g : [a, b] — R, continua, definida da seguinte
formas:

1, em I’
0, fora de I,

g(t) = (45.B.2)
2((to+B8)—1), paratelto+5/2, to+p],

%tqtofﬁ)), para t € [to — B, to — 3/2] .
Vide Figura 45.B.7, pagina 2646. Para essa funcao g e pelas hipdteses, temos
b to+8 to+8/2 to+3/2
0 = / ft)gt)dt = / ft)gt)dt > / f)gt)dt = / f@R)ydt > ap,
a to—B to—f/2 to—p/2

o que é uma contradigao, trazendo como implicagdo que f deve ser identicamente nula. Na primeira igualdade, acima,
usamos o fato de g ser nula fora de I = [ty — 3, to + B]. Na desigualdade a seguir, usamos o fato de ambas f e g serem
positivas em I e I’ C I. Na igualdade a seguir usamos o fato de g valer 1 em I’ e na 1ltima desigualdade usamos o fato
de f(t) > aem I' C I e de o intervalo I’ ter largura 8 > 0. ]

Corolério 45.2 Para —oo <a <b< oo e N € N, sejaf: [a, b] = RN continua. Se f satisfaz ]: f(t) - g(t)dt = 0 para
toda funcdo continua g : [a, b] — RN com g(a) = g(b) = 0, entio f ¢ identicamente nula. [m]

Prova. Escolhamos fungoes g, como no enunciado, tal que todas as suas componentes sejam nulas, exceto a i-ésima.
Concluiriamos que fa fi(t)gi(t)dt = 0. O Lema 45.1, pagina 2645, implicaria que a componente f; ¢ identicamente nula.
Como o indice i foi escolhido arbitrariamente, concluimos que f é identicamente nula. |

Comentdrio. Outros argumentos podem ser empregados na prova do Lema 45.1 e do Corolario 45.2. Por exemplo, como as fun¢des continuas

sdo densas em Lz([a, b], dt) a condigao f: f(t)g(t)dt = 0 para toda g continua implica que f é o vetor nulo nesse espago de Hilbert e, por ser
continua, deve ser uma fungao identicamente nula. *
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a 4 b t

Figura 45.B.7: Gréfico da fungio g dada em (45.B.2) (em vermelho). O intervalo I é centrado em g e tem largura 24:
I =ty — B, to+ B]. O intervalo I’ ¢ também centrado em to, mas tem largura B: I' = [to — /2, to + 3/2].



